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Exercice I (4 points + 3points Bonus)— (Les questions I. et II. sont indépendantes.)

[ Soit le polynéme P(X) = X° 4+ 3X* + 7X? + 13X? + 12X + 4.

(a)

()

Montrer que —1 est une racine réelle triple (d’ordre trois) de P.

Les polynomes dérivés de P d’ordre un, deux et trois sont respectivement:
P(X)=5X*+12X3+21X?+26X +12, P"(X)=20X>+36X%+42X +26
et P"(X)=60X?+T72X +42. Onap(—-1)=—-1+3-7+13-12+4=
0, P(-1)=5-12+21-26+12=0, P"(-1)=-20+36—42+26=0
alors que P"(—1) =30 # 0 donc —1 est bien une racine d’ordre 3 de P.

En déduire la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P dans
RX].

D’apres la question précédente, —1 est une racine triple de P cela tmplique
que (X + 1)% divise P ou encore il existe un polynéme Q de degré deux tel
que P(X) = (X +1)*Q(X). On peut trouver Q(X) en effectuant la division
euclidienne de P(X) par (X + 1) = X? + 3X% + 3X + 1 ce qui donne
Q(X) = X%+ 4. Le discriminant de Q(X), A = —16 < 0 donc Q(X) est
un polynome irréductible dans R[X].

En conclusion la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P dans
R[X] est la suivante

P(X)= (X +1)*(X*+4).

Quelles sont les racines complexes non-réelles de P? En donner le module et
I’argument.

Il suffit de chercher les racines du polynome Q(X) = X2 + 4 cela revient a
trouver les solutions de l'équation 22 +4 = 0 & 22 = —4 = |2|2e% () dans C.
Ce qui donne zy = 2i et z9 = 21 = —2i dont les modules |z| = |z3] = 2 et les
arguments arg(z,) = 7/2 et arg(zy) = 37/2

Déduire la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P dans C[X].

Le polynome Q(X) se factorise dans C[X]| comme suit Q(X) = X% +4 =
(X — 20)(X + 2i), il en découle alors la décomposition en produit de facteurs
irréductibles de P dans C[X] :

P(X) = (X 4+ 1)3(X — 20)(X + 20).



II- (a) Résoudre dans C ’équation
(Ee): r*+2r+4=0.

On calcule le discriminant § =1 —4 = =3 < 0 = (iv/3)? donc (E.) admet deus
racines complexes r1 = —1 + Z\/g etryo =—1— Z\/g
(b) Soit I’équation différentielle
(E): "+ 2y + 4y = ze”.
i. Résoudre 'équation homogene associée a (E)

(By): y'+2y +4y=0.

En notant que [’équation caractéristique associée a (Ey) est l'équation
algébrique (E.) alors d’apres la question précédente (Ey) admet comme
solutions

yp(x) = e (A cos(V/3x) + Bsin(\/gx)), Aet BeR

ii. Trouver une solution particuliere y,(z) = Q(z)e”; ou Q(z) est une fonction
polynome de degré un.
En déduire les solutions de 1'équation différentielle (F).

Une solution particuliére de (E) est de la forme y,(z) = (ax + b)e®, elle
vérifie donc

Yy, () + 2y, (v) + 4y, (v) = (Tax + b+ 4a)e” = we”.
Alors y,, est solution si et seulement si Ta =1 et 7Tb+ 4a = 0 ce qui donne

a=1etb=—. doncyy(z)=1(x—3)e”

En conclusion la forme générale des solutions y de (F) est la suivante

y(z) = yn(z)+yp(z) = e (A cos(V/3z)+B sin(\/§x))—|—%(31:—1—;)e”7 AecRet BER

(Changer de copie)
Exercice II (8 points)—

X +2

Soit la fraction rationnelle F(X) = YT X 1)

1. Donner la forme de la décomposition en éléments simples de la fraction F' dans
R(X). (On ne demande pas ici de calculer les ccefficients dans la décomposition).

Le degré de la fraction F étant strictement négatif sa partie entiére est nulle.
On cherche les poles réels de F ce qui revient a trouver les racines du polynéme
PX)=X*X*+X+1). OrP(z) =0« x =0, X?>+ X + 1 étant irréductible
dans R[X]. Donc F admet un seul péle réel O d’ordre 3 (car 0 est racine triple de
P).

La forme de la décomposition en éléments simples de F' dans R(X) est alors
_)\1+)\2+)\3+ ClX+b

X X2 X X2+ X +1

ot (Ai)1<i<s,a et b sont des réels.

F(X)



2. Effectuer la division suivant les puissances croissantes du polynome X + 2 par le
polynome X2 + X + 1 (on veut un reste de degré quatre).

La division suivant les puissances croissantes du polynome X + 2 par le polynome
X%+ X +1 est comme suit

2 +X I +X +X?
-2 —2X —2X? 2 - X —X°?
-X -2X°
X  +X% 4+Xx3
_X2 —|—X3
X2 _I_X3 —|—X4
2X3 +X1

Donc on a
X+2=(X’+X+1)2-X - X))+ X32+X).

3. Déduire la décomposition en éléments simples de la fraction F'(X) dans R(X).

A partir du résultat de la divsion effectuée dans la question précédente on peut
déduire que la décomposition en éléments simples de la fraction F(X) dans R(X)
est

(X2+X+1D)2-X - XH+ X3(2+X) 1 1 2 X +2

F(X) = ot 12 X+42
(X) X3(X2+ X + 1) X X ot ix 1

On retrouve, par unicité de la décomposition, les valeurs de \y = —1, Ao = —1, A3 =
2,a=1 et b=2 de la question 1.
x4+ 2

4. O idere la foncti défini tout réel x dans R* = .
n considere la fonction f définie pour tout réel  dans R* par f(z) P oD

x4+ 2 2z +1 B

(a) Déterminer les réels « et [ tel que: P e e + po——.

On vérifie aisément que

T+ 2 1 2x + 4 1 20 +1 3 1
—:_X—:_X—+_X—
24+rx+1 2 224z+1 2 224z+1 2 24ax+1

on en déduit que « =1/2 et § = 3/2.

T+ 2

(b) Déduire une primitive de la fonction fraction rationnelle ———— .
2?2+ ax+1

On a, d’apres la question précédente
x+2 1 2z +1 3 1
—dr == | —dex+ - | —— dx.
/$2+I+1 2/:c2+x—|—1 2/1:2+x—|—1
La premiére primitive est une primitive usuelle de la forme

1 [ 22+1 1 [ 1 1.,
é/md$:§/EdU:§1H|U|+01:§h’1(LC —|—l’—|—1)—|—01, CleR.



grace au changement de variable u = 2* + x + 1 (donc du/dx = 2z + 1).
Pour la deuzieme primitive, en la mettant sous sa forme canonique, la fonction
polynome devient

3 20 + 1.9
2
rH+rx+1=- (1 + ),
et en utilisant le changement de variable u = % (ce qui donne du/dx = \%),

on peut écrire que

3 1 du
—/—d:r; = \/§/1+u2 = V3arctan(u) + ¢z

2) x2?+x+1
2 1
= ﬁarctan(w_l_ )—1—02, cs € R.

V3

(c) Calculer /f(x) dx

En wutilisant la décomposition de F(X), la fraction rationnelle associée a f,
dans la question 3., la linéarité de l'intégrale et la question précédente on en
déduit que

frove = 2 [t a2

2 1
= —ln|:c|—i—————|—§1n(x —i—x—i—l)—i—\/garctan( vt >—|—c

1 2 Va2 2 1
= ———+IH<M>+\/§arctan( vt >+c

; eR
x  x? || V3 ‘
(Changer de copie)
Exercice IIT (10 points)—
On se propose de résoudre I'équation différentielle
(&) : 2e(1+2)y + (14+a)y =1
sur U'intervalle J =] — 1, +-00].
1. Résolution de ’équation homogéne
(a) Soit I’équation (normalisée)
1 1
E): —_—y = —
(E) y+2xy 22(1 + x)
Préciser dans quel(s) intervalle(s) I C J on peut résoudre I’équation (E).
En écrivant équation (normalisée) sous cette forme y' = a(z)y + b(z), on
1
vérifie que les fonctions définies par a(z) = ~55 et b(z) = m sont
définies et continues pour tout x # 0 et x # —1 donc on peut résoudre (E) pour
tout x € J\(oy ou encore sur lintervalle I =] —1,0[ ou sur I =]0,4o00.



(b) On note (Ej) I'équation homogene associée a (E), montrer que sa solution est

de la forme

A

yn(z) = Wa

D’apreés le cours, la solution de I’équation homogéne (E},) est donnée par

A eR.

I — R
) (L
T = yn(v) Ve L Vi by T7 er
T
L’intervalle I =] — 1,0[ ou I =)0, +o0[ et la constante réelle A dépend de I.

2. Recherche d’une solution particulicre

(a) Dans cette question on suppose que x > 0, calculer la primitive suivante

/W\/ix)dm.

(On pourra utiliser le changement de variable u = /).

d 1
Pour tout z > 0, on pose (u = /x) & (u> =z) et d_u = ——. La primitive

T 2V/x
Va B / du B
/ 2x(1+ x) duv = 1+u? arctan(u) + ¢ = arctan(y/z) + c.

Déduire, en utilisant la méthode de variation de la constante, une solution
particuliere y, de (E) définie sur I C|0, 400

Nous allons appliquer la méthode de variation de la constante pour trouver une
solution particuliére y, de (E) définie sur I =|0,+o0[. Cela revient a chercher

O I G}

Vil Ve

ot A : I — R est la nouvelle fonction inconnue( supposée dérivable sur I). On
a ainsi, y, vérifie (E) si et seulement si

N(x) 1
I = .
veel, Vi oo 2z(l+4x)

Done, d’aprés la question précédente on a (pour ¢ =0)

Az) = /Mi dr = arctan(/7)

1+2)

Une solution particuliére sur I =]0,4o00| est alors

_ AMa)  arctan/z



(c) Dans cette question on suppose que x < 0 et x # —1, calculer la primitive
suivante en utilisant le changement de variable u = y/—z (et en décomposant,
éventuellement, en éléments simples la fraction trouvée en fonction de u)

/ 2x\/__x

Pour tout © < 0 et © # —1, en effectuant le changement de variable suivant

d -1
(u=+v-12)& (V¥ =—1x) et o = on obtient la primitive

dr 2=z’

/ \ =T / du 1/ —du 1/ du 1 14+u
= = —— + - =—In ‘—i—c
2z(1 + ) 1 —u? 2/ 1—uw 2) 14+u 2 1—u
1+\/—_:c
T

(d) Déduire, une solution particuliere y, de (E) définie sur I C] — oo, 0].

On cherche

gola) = 20 @ g,

|z

=
0

ot A : I +— R est la fonction inconnue( supposée aussi dérivable sur I). La
fonction y, vérifie (E) est équivalent a

N(x) 1
Ve el = )
eeh vV—r 2z(1+2)
Donc, d’aprés la question précédente on a (pour ¢ =0)
V—z 1. 1+ \/—_x 14—z
————dr==1In < )
2¢(1+ ) 2 11— y/—x 1—v—x

Une solution particuliére sur I =] — 1,0[ est donc

A(x) 1 1++v-z
Yp(z) = =z - 2\/__xln<1i_\/_—$>-

(e) Donner la forme de la solution générale y de I’équation (E) dans chaque
intervalle /.

Az) =

En conclusion la forme de la solution générale de (E) est la somme de la solution
yn de U'équation homogéne (Ey) et de la solution particuliére y, de (E) :

A1 N arctan \/z

ﬁ \/E x>0
o) = A 1 14+ +/
2 + v —x
\/__$+2\/__$1n<1_\/__x> —1l<x<0

ot A\ et \a sont deux constantes réelles.

3. Etude du raccord en 0



(a) On note la fonction f définie sur J =] — 1, 4o00[ par

arctan \/z
flz) = 1 X =" T =
+v—x
2\/__xln<1_\/__x) —1<z<0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

Pour x > 0 on a arctan(z) = x + o(x) au voisinage de 0 donc arctan(y/z) =
VvV +o(y/x) car /x demeure au voisinage de 0 quand x — 07, donc

lim f(z) = lim Vo tolye) =1

z—0t z—0t \/E

On aln(l +z) =z + o(z) au voisinage de 0 donc pour x < 0, In(1 + /—x) =

vV—z +o(y/—x) et In(1 —\/—x) = —/—x + o(/—x) (car £v/—x demeure au

voisinage de 0 quand x — 07 ). Il s’ensuit la limite
lim f(x) = lim 2V olv=a)
20~ 0~ 2V —x

En conclusion lim f(z) = lim f(z) = f(0) =1, donc f est bien continue en
z—0~ z—0
0

Pour étudier la dérivabilité de f en O on cherche la limite des deux taux de
variations : pour x > 0

flx) = f(0) arctany/z —+/x 1 1
=0 v - 3t o

= 1.

en utilisant le DL au voisinage de 0 suivant

arctan(v/z) = vz — %x\/% + o(z\/x).

Tandis que pour x < 0 on a

00 (YD) v ) = § o) = -

en utilisant le DL au voisinage de O suivant
1
In(l1++v—-2)=+xv—o+ g + :ng\/—:c + o(xy/—x).

On en déduit que f est dérivable et que f'(0) = —%.

(b) Déduire que la fonction f est la seule solution de (£) sur tout Uintervalle J.

D’apres la question précédente [ est continue dérivable sur tout lintervalle
J, sa restriction a4 € J\joy est bien une solution de l’équation normalisée
(E) (d’apreés la question 2.e) avec \y = Ao = 0). Par ailleurs la relation
(&) 2z(1+a)f'(x)+(14+x) f(x) =1 est satisfaite pour x = 0 puisque f(0) = 1.

22

'On rappelle que In(1 +z) =z — %~ + % + o(x®) et que arctan(z) = x — ? + o(x?) au voisinage de 0.

7



Réciproquement si on veut prolonger (ou raccorder) les solutions y trouvées dans
la question 2.e) en zéro on procéde ainsi:

A arctan \/x
L’application x — R —\/_

Ve Ve
st >\1 =0.

Ao 1 . 1++v—z
N Werk (= N
st et seulement si Ay = 0.

Donc il y a un raccord par continuité en 0 si et seulement si Ay = Ay =0 et le
prolongement est définie en 0 par y(0) = 1. On retrouve alors la fonction [ qui
en plus dérivable et satisfait (£).

admet une limite finie en 0% si et seulement

L’application x

) admet une limite finie en 0~



