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La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses
RENDEZ UNE COPIE PAR EXERCICE (méme si elle est blanche).

EXERCICE 1| CHANGEZ DE COPIE

exp(1/x) si x<O0

0 sio x>0

Rappel sur les croissances comparées des fonctions exponentielle et puissance : pour tout a, b
réels positifs,

1. Soit f la fonction définie par f(x) = {

. b
[Erzlw exp(at)t” =0

(a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0. On note f le prolongement
par continuité de f en O.

(b) Montrer que f est dérivable sur R.

(c) Que signifie la proposition ”f est continiment dérivable sur R” ? La fonction f est-elle
continliment dérivable sur R ?

2. Pour tout réel x, on rappelle que la partie entiere de x, notée E(x), est le plus grand entier,
inférieur ou égal a x. Pour tout x € R, on a la relation

x—1<E(x)<x
Pour un x fixé dans R, on définit la suite (u,) pour tout n > 1 par

_E(x)+E(2x)+E(3x)+...E(nx) Y E(ix)
" n? - n?

n
1
(a) Montrer par récurrence que Z = @
i=1

(b) La suite (u,) est-elle convergente ? Si elle est convergente, donner sa limite.
3. Soit g une fonction numérique définie et continue sur R™. On suppose que g admet une limite
[ € R quand x tend vers I’infini.

(a) En utilisant la définition de la convergence de g vers [ quand x tend vers +oco, montrer que
I’ensemble {g(x), x € R} est une partie bornée de R, autrement dit, montrer que g est
bornée sur R+,

(b) (QUESTION HORS-BAREME 1 POINT) L’ensemble {g(x), x € R"} admet-il un plus grand
élément ? Si la réponse est négative, donner un contre-exemple.



EXERCICE 2. CHANGEZ DE COPIE

L’exercice comporte deux parties : la premiere partie concerne des résultats généraux que 1’on pourra
admettre pour traiter la seconde partie.

1. Généralités.
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert Q de R et soit (u,) une suite
up €  donné
Upy1 = f(”n)v n>0
(a) Donner a I’aide des quantificateurs la définition de f est continue en xg € Q.

récurrente définie par {

(b) Apres avoir rappelé la caractérisation de f dérivable en xy € Q, montrer que si f est
dérivable en xy € Q, alors f est continue en xg € Q.

(c) Montrer que la suite (u,) est bien définie pour tout n € N a la condition que
Imf={yeR,IxeQ,y=f(x)} C Q.

(d) Silmf C Qetsi f est strictement croissante sur €, montrer que la suite (u,) est monotone.
Indication : faire un raisonnement par récurrence et traiter les différents cas possibles, a

savoir :
i ug < f(up),
ii. ug = f(up),

. ug > f(u())
2. Application.
Soit f Iapplication définie et continue sur |1 /2, 4-oo[ par f(x) = Vbx, avec 1 < b < /2.

(a) Montrer que f est dérivable sur |1/2,+oo[ et donner sa fonction dérivée.

(b) Soit la fonction g(x) = f(x) — x définie pour tout x €]1/2,+oo[. Calculer g(1) et g(+/2 x
200). Appliquer alors le Théoréme des Valeurs Intermédiaires a la fonction g pour mon-
trer I’existence d’un point fixe de f dans ]1/2,+eo[. Notons ce point fixe [ €]1/2,+oo[ et
rappelons qu’il vérifie f(I) = 1.

(c) Montrer que b est un point fixe de f et que c’est ’unique point fixe de f dans |1/2,+co].

ug > b donné

, est-elle bien définie pour tout
Un1 = f(un),n>0 P

(d) La suite récurrente (u,,) définie par {

neN?
(e) Dans cette derniere question, nous allons montrer de deux maniéres distinctes que (u;,) est
une suite convergente et en déduire sa limite.

1. Utiliser le Théoreme des Accroissements Finis, pour montrer que f vérifie la condi-
tion de Lipschitz sur |1 /2, +oo[. En déduire la convergence de (u;,,) et donner sa limite.
Rappel : f vérifie la condition de Lipschitz sur |1/2, 40| si

3K € RT, Vx €]1/2,4o0[, ¥y €]1/2, o], |f(y) = f(x)] < K|y —x|

ii. Etudier la monotonie de la suite (u,). En déduire la convergente de la suite (u,) ainsi
que sa limite.



