Final MT90 - A2016 - Corrigé

Exercice 1

1. On considére la fonction h définie et dérivable sur |0, 7| par h(x) = Sk
sin x
(a) Montrer que Vz €]0, 7, W/ (z) = —1 — (h(z))%
Correction : Soit x €]0, 7[. On a
W () = (—sinx)(sina:.) 2— (cosx)(cos x) _ _s%an B c?szx ~ 1= (h(a))?
sin” x sinx  sin“z
(b) Calculer lim h(z) et lim h(z).
z—0t T
Correction : On a
1im+ cosx 1 lim cosz 1
lim =222  — — —4ooet lim =% — — =
z—0+ lim sinz  OF T lim sinz  0F
z—0t T

(c¢) Quelle est la nature de Im(h) ? Justifier votre réponse.
Correction : La fonction est continue sur |0, 7 et 'image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle donc Im(h) est un intervalle.

(d) Déduire des questions (b) et (c) que Im(h) = RR.
Correction : D’apres les questions (b) et (c), Im(h) est un intervalle non majoré et non
minoré donc Im(h) = R.

(e) Montrer que h admet une fonction réciproque définie et dérivable sur IR (on ne demande pas
de calculer A7 1).
Correction : Tout d’abord on remarque que h'(x) < 0 sur ]0, «[. La fonction h est
continue, dérivable et strictement décroissante sur |0, 7| avec Vo €10, «[,h/(x) # 0. Par
conséquent, h admet une fonction réciproque définie et dérivable sur Im(h) = IR.

(f) Calculer h=1(1/3).
Correction : Ecrire = h™1(/3) & h(x) = /3.
On doit résoudre I'équation <%5% = \/3 & cosz = v/3sinz. On sait que h est bijective

sin

donc I’équation admet une unique solution. De plus on sait que cos(g) = @ =3 x % =
V/3sin %. La solution recherchée est donc x = %.
On a donc h™'(v/3) =2 .

(g) Donner l'expression de la fonction dérivée de h~! et calculer (hil)/ (V/3).
Correction : D’aprés le cours, on sait que

1/ o 1 _ 1 = 1
veR, (h1)(y) = W(h1y)) —1—(h(h~1(y))2  1+32

On en déduit que (h~1)'(V3) = —1.

2. Soit f une fonction définie, continue et dérivable sur IR . On suppose qu’il existe ¢ € R tel que

lim f(z)= lim f(z)="2¢.

T—r—00 T—>+00



foh(t) sitelo,n[,
¢ sit=0out=m.

Montrer que la fonction g est continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, 7[.
Correction : La fonction h est continue et dérivable sur ]0,7[ et on a A(]0,7[) = R.
De plus f est continue et dérivable sur IR. Par composition de fonctions continues et
dérivables, on en déduit que g = f o h est continue et dérivable sur ]0;7[. Il reste &
vérifier la continuité a droite de 0 et a gauche de w. On a , d’aprés 1.b.

lim g(t) = lim f(h(t)) = lim f(z)={=g(0),

t—0t+ t—0t T—+00

(a) On définit la fonction g sur [0, 7] par g(t) =

et
lim g(t) = lim f(h(t)) = lim f(z)=10=g(n).

t—m— t—m— T—r—00
On conclut que g est continue sur [0, 7.
(b) Calculer ¢'(t).
Correction : On rappelle juste la formule de dérivation de deux fonctions composées

g't) = f'(h(t)) x B'(t) .

(¢) Montrer, a I'aide d’un théoréme du cours a préciser, qu'il existe d € ]0, x| tel que ¢'(d) =0

Correction : La fonction g est continue sur [0, 7], dérivable sur |0, 7[ et ¢g(0) = g(m).

D’apres le théoréme de Rolle, 3d €]0, 7|, ¢'(d) = 0.
(d) En déduire qu'il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.
Correction : On a
J(d) =0 [(h(d) x W(d) =0 & f(h(d)) =0
et
de€l0; [ c=h(d) eR.
On en déduit qu’ 3e=h(d) € R, f'(¢) =0 .

Exercice 2

1. (a) Montrer que Vz € R, |sinz| < |z|.
Correction : Il y a plusieurs démonstrations possibles dont une faite en cours. Dans cette
correction nous proposons d’appliquer le théoréme des accroissements finis.
e Tout d’abord on note que sin0 = 0 = |sin 0| < |0|.
e Pour z > 0, la fonction sin étant continue sur [0, x| et dérivable sur |0, z[, d’aprés
I’égalité des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢ € |0, x[ tel que

sinz —sin0 = (sin’ ¢)(z — 0) & sinz = zcosc = |sinz| < |x| car |cosc| < 1.

e Pour x < 0, on peut utiliser le fait que sin est impaire et —z > 0 ainsi on se raméne
au cas précédent :

|sinz| = |sin(—xz)| et |z| = | — x| = |sinz| < |z|.

Conclusion : Vz € R, |sinz| < |z|.

(b) On pose g(z) = xcosx — sinx. Montrer que Vr € R, |g(z)| < |z|>.
(Indication : Appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction g entre 0 et x)



Correction : Méme raisonnement.

e Tout d’abord on note que g(0) = 0 = 03 = |g(0)| < |0]>.

e Pour z > 0, la fonction g étant continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[, d’aprés I'égalité
des accroissements finis, on sait qu'il existe ¢ €0, 2] tel que

9(z) — 9(0) = ¢'(c)(x — 0) & g(x) = zg'(c).

Or
g (z) = cosz —xsinz — cosx = —xsinz .
Donc
g (c) = —csincet 0 <c<z=|¢(c)| = |esine| = |c||sinc| < |¢|* < |z|*d’aprés 1.a.

On en déduit que |g(z)| = |z||¢'(c)| < |z|3.
e Pour x < 0, on peut utiliser le fait que g est impaire et —z > 0 ainsi on se rameéne au
cas précédent :

l9(@)| = lg(=2)] et |2| =] — 2] = |g(2)| < |a]*.
Conclusion : Vz € R, |g(z)| < |=]3.
_sinz—z

2. (a) Pour x € R\{0}, on pose h(x) = —a Montrer que h(x) = . o

cosz —1  g(z)

Correction : On a

cosr—1 g(x) coszx—1 wxcosx—sinzx x(cosx—1)— (xcosx —sinx)

2 T 2 22

_ —x 4+ sinx ~ h(x).

X T

(b) La fonction h admet-elle une limite quand = — 07 Si oui, préciser la valeur de la limite.
Correction : On peut utiliser les résultats du cours & savoir

. 1—coszx 1 . 1—cosx . 1—cosx 1
lim ———=—-=lm——=limzx ————=0x-=0.
z—0 22 2 z—0 T z—0 22 2
D’aprés 1.b, Pour z # 0, on a |g(z)| < |z]® = ’g(? = |‘7(T2)| < |z|. D’aprés le théoréme
x x
des gendarmes (ou I'un de ses corollaires), on en déduit que lir% —g(j) =0.
z—0 X

Conclusion : La fonction h admet une limite en 0 et lin% h(z) = 0.
z—

3. Soit f la fonction définie sur R\{0} par f(x) = su;a:.

(a) Justifier que f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction f qu’on précisera.
Correction : La fonction f est continue sur R\{0} et f admet une limite en 0, liH(l) flz) =1,
T—

donc f est prolongeable par continuité en 0 en la fonction f continue sur R et définie
par

{150 278

(b) Justifier que la fonction f est dérivable en 0, puis préciser la valeur de f/ (0).



On étudie l'existence de la limite du taux d’accroissement de f en 0 :

7 7 sinz 1 ; _
f(z) = f(0) _ =z _smr—=xr h(z) — 0 d’aprés 2.b.

Conclusion : La limite du taux d’accroissement existe, donc f est dérivable en 0

et f/(0) = 0.

(c) Justifier que f est dérivable sur IR\{0} puis montrer que f’'(z) = @
La fonction f est un quotient de fonctions continues et dérivables sur R\{0} ( et le
dénominateur ne s’annule pas) donc f est dérivable sur R\{0}.

xcosx —sinz  g(x)
f,($) = 2 = 2

T T

(d) La fonction f’ est-elle continue en 07 Justifer votre réponse.
On doit vérifier que lim f'(z) = f/(0) = 0.
z—0
On a déja démontré a la question 2.b. que lim 9(z) 0 donc lir% f’(x) = 0 et on conclut
T—

~ =0 2 N
que f’ est continue en 0.

Exercice 3 (8 points) - CHANGER DE COPIE

1. Soit g : [0, +0o0[— [0, +o00] une fonction continue telle que g(0) = 0.
Soient a, b € R avec a < bet f:]a,b] — [a,b] une fonction telle que

Y(@,y) € [a,b | f(z) = fy)] < g(lz — yl).

(a) Montrer que f est continue en tout point zg € [a, b].
(Indication : utiliser la continuité de g en 0).
Correction : Soit xg € [a,b]. On doit montrer que lim f(z) = f(xzo).

On a o
|f(z) = f(@o)| < g(lz — z0)

Par hypothése sur g et par composition de limites on a

lim |z — 29| =0= lim g(|]z — x0|) = g(0) = 0.
T—T0

T—T0

Par conséquent, d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que

lim |f(x) = f(z0)] = 0 & lim f(z) = f(z0) = 0 & lim f(z) =

T=T0 T—=T0 T—T0 - f(-’IJ())

(b) Montrer, a ’'aide d’un théoréme du cours a préciser, que I’équation f(x) = z admet au moins
une solution dans [a, b].

Correction : On pose h(xz) = f(x) — x. La fonction h est définie et continue sur [a;b)].
Par hypothese, Va € [a;b] ,a < f(x) < b. En particulier, on a a < f(a) et f(b) < b ce
qui se traduit par h(a) > 0 et h(b) < 0. On distingue les trois cas suivants :
(i) si h(a) =0 alors & = a est solution de 'équation f(z) =z ;
(i) si h(b) = 0 alors = = b est solution de I'équation f(z) =z ;
(iii) si h(a) <0 < h(b), alors d’aprés le T.V.I. 3¢ €]a;b],h(c) =0< f(c) =c.



2. On suppose qu’il existe K > 0, tel que V¢ >0, ¢'(t) < K.
(a) Montrer, a 'aide d’un théoréme du cours a préciser, que Vt > 0, g(t) < Kt.
Correction : @ Si ¢t =0, on a g(t) = 0. L’inégalité est vérifiée.
e On suppose t # 0. On a I'inclusion [0;¢] C [0, +oo] donc g est continue sur [0;¢] et
dérivable sur ]0;¢[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

e €]0;t[, g(t) — 9(0) = (t = 0)g'(c) -
Comme ¢'(¢) < K, on obtient g(t) < Kt .

(b) Donner une condition suffisante sur K pour que I’équation f(z) = x admette une unique
solution dans [a,b], puis démontrer-le en raisonnant par l’absurde.
Correction : Une condition suffisante sur K est 'encadrement 0 < K < 1.
En effet, soient deux nombres réels (21, 22) € [a,b]? tels que f(z1) = x1 et f(x2) = xo.
Ceci entraine |f(z1) — f(x2)| = |x1 — z2|. On suppose x; # 3 .
Par hypothése sur f on a [f(z1) — f(z2)| = |21 — 22| < K|z1 — 22| = 1 < K (en divisant
par |21 — x2| # 0). Ceci contredit ’hypothése sur K donc z1 = z».

Dans la suite de ’exercice, on considére que cette condition sur K est vérifiée et [ satisfait
la condition de Lipschitz de rapport K suivante :

V(as5y) € la, b, |f(2) = fly)] < K|z —yl.
(¢) On note ¢ I'unique point fixe de f.

i. Montrer que £ est aussi un point fixe de f o f, et qu’il est unique en tant que point fixe
de fof.
Correction : @ Tout d’abord on remarque que f(¢) = ¢ = fof({) = f(f(£)) = f(£) =¢
donc ¢ est un point fixe de f o f.
e De plus, étant donné (x,y) € [a,b], on a

[fof(@) = fofy)l=1f(f2)~ f(fy) < K|f(2) - fly) < K|z —y].

Donc fo f est Lipschitzienne de rapport 0 < K2 < 1. D’aprés le raisonnement effectué
a la question 2.b., le point fixe de f o f est unique.

ii. Nous avons alors les deux propositions suivantes :

(H1) Ve ela, l[, fof(xr)—x>0etVxell,b], fof(r)—x<0

(H2) Ve ela,l[, fof(xr)—x<0etVxell,b], fof(zr)—x>0

Parmi les propositions (H1) et (H2), laquelle est fausse 7 Justifier votre réponse.

Correction : La proposition H2 est fausse car elle contredit le fait que Imfo f C [a, D]
qui entraine :

fofla)zaet fof(b)<b.

Un+1 = f(un)

ug € [a,b].

On admet que tous les termes de la suite sont bien définis.

(a) Montrer que Vn € IN | |upq1 — 4| < Klup, — £] .
Correction : Précisons que f(¢) = £. On utilise le fait que f est K-Lipschitzienne.
OnaVn e N, |upt1 — £ = |f(un) — f(0)| < Klu, —¢|.

(b) Montrer que Vn € IN | |u, — €| < K™|ug — 4| .

3. On considére la suite récurrente (uy) définie par {



Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.

e Initialisation : pour n = 0, on a |ug — | = K%ug — £|. L’égalité entraine I'inégalité.
e Hypothése de récurrence : |u, — €| < K"|ug — ¢|.

e Hérédité : On doit montrer que |uy, 1 — £| < K" Hug — 4] .

D’aprés la question précédente on a

[tun+1 — ) < K|up, — 1) .
Maintenant on utilise I’hypothése de récurrence pour obtenir
luns1 — €] < K x K™ug — 0] = K" ug — ¢] .

e Conclusion : Yn € IN | |u, — €] < K"|ug — /|

(c) En déduire que la suite (u,) converge et préciser la limite.

Correction : La suite (u,) converge vers £. En effet, puisque 0 < K < 1 on a K" —+> 0
n—-+0o0

et le terme |ug — £| est constant. D’aprés les théorémes de comparaison des suites, on en
déduit que

lim |u, —¢ =0« lim u,—¢=0< lim u,=~¢.
n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o

(d) On suppose que f est strictement décroissante et a < ug < £. On définit les suites (vy,) et
(wy,), pour n € IN, telles que vy = ug, Wy = u1, V1 = f o f(vn) et wpp1 = fo fwy).
i. Montrer que Vn € N,a <wv, </l et £ < w, <b.
Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.
e Initialisation : pour n = 0, on a par hypothése a < vy = ug < £. De plus, wg =
up = f(ug) et f est strictement décroissante donc ug < £ = wy = f(ug) > ¢. Comme
Imf C [a,b] on obtient wy = f(ug) < b.
e Hypothése de récurrence : a < v, <fet f <w, <b.
e Hérédité : On doit montrer que a < vp11 < et £ < wpy1 < b
On précise que

f strictement décroissante = f o f strictement croissante.

On obtient immédiatement
@< vy <l fof(a)< foflun)<fof(l)=1
= a< vy <lcara< fof(a)et vy = fof(u,),

et
C<w, <b=Ll=fof(l)<fof(wn)<fof(b)=1
=l < wp41 <bcar fof(b) <betwy,y1 = foflw,).
e Conclusion : Vn e N, a <v, <flet {<w, <b.
ii. Montrer que Vn € IN, v, = ugy, et w, = ugpnt1.
Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.
e Initialisation : pour n = 0, on a ug, = wug et par hypothése vy = wug. De plus,
Uop+1 = w1 et par hypothése wg = u;. Les deux égalités sont vérifiées
e Hypotheése de récurrence : v, = ug, et wy, = ugpy1 .
e Hérédité : On doit montrer que vy 11 = Uont2 €t Wpp1 = Uont3
On obtient immédiatement

Vny1 = f o f(vn) = fo fuzm) = f(uzni1) = vant2 ,
et
W1 = fo f(wn) = fo fuant1) = f(uani2) = uzny3 -

Conclusion : Vn € IN | v, = ugy, et wy = ugn41 -



iii. Montrer que les suites (vy,) et (w,) sont adjacentes.
Correction : @ On utilise la proposition (H1) pour montrer que (v,) est croissante et
(wy,) est décroissante.
e D’aprés i., on a Vn € IN, v, < w,.

e D’aprés 2.c.,upy, — L=>v,=usyy — Letw,=umpms1 — L.
n—-+00 n—-+0o n—-+0o00

Conclusion :Les suites (vy,) et (wy,) sont adjacentes .



