Médian MT90 - A2014 - Corrigé

Exercice 1

Dans tout I’exercice, on considére f une application de E dans F' et g une application de F’ dans
G, ou E, F et GG sont des parties de R.

1. Soit P et Q deux propositions logiques. On considere I'implication P = Q.
Donner la contraposée et démontrer, sans utiliser de table de vérité, son équivalence avec
I'implication.
Correction : La contraposée de (P = Q) est (non Q = non P). En effet,

P=@Q < nonPou@
< non P ou non (non Q)
< non (non () ou non P
< non (Q = non P

2. Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de

(a) < f est surjective de E dans F' >.
Correction : Vy € F, Jxz € E, y = f(x)

(b) < f est injective de E dans F' >.
Correction : Vo € E, V' € E, f(z) = f(2') = o =2/
ou de fagon équivalente
Vee E,Va' € E, x # 2/ = f(x) # (2)

(c) < f n’est pas injective de E dans F .
Correction : Jx € E, 32’ € E, f(x) = f(a') et © # 2’

3. (a) Utiliser les questions 1 et 2 pour montrer que
g o f injective = f injective.

Correction : On va montrer le résultat par contraposée : on suppose que f est non
injective et on va montrer qu’alors f o g est non injective.

Jrx e E, 3 € E, f(x) = f(a') et & # /(%)

or f(z) = f(a') = g(f(x)) = g(f(a'))

d'ot (x) = Iz € E,Jx' € E, go f(x) =go f(2') et x # 2

(b) A quelle condition 'application f o f est-elle bien définie?

Correction : f étant définie sur E, on doit avoir F' C F, ce qui impose que Imf C E.

(c) A-t-on f injective = f o f injective ?
Si oui, le démontrer, sinon, donner un contre-exemple.
Correction : Oui, en effet

Ve e E Vo' € E, (fof)(x)=(fof)) ;Jz(f(x)) = f(f(2"))

x) = f(a') car f est injective

=
=
= x =12 car [ est injective



4. On dit que f est strictement croissante si
Vz e E,Vi' € E, x <2’ = f(z) < f(2)).

(a) Montrer que si f est strictement croissante alors f est injective.
Correction : Vo € E, V2’ € E, a-t-on x # 2/ = f(z) # f(2')?
Siz# a2, alors z < 2’ ou x> 2.
Siz <2, alors f(z) < f(2) car f est strictement croissante.
De méme, si > 2/, alors f(z) > f(z') car f est strictement croissante.
Dans les 2 cas, on a bien f(x) # f(a/).

(b) Montrer que si f est strictement croissante alors f o f est strictement croissante.
Correction :

Vee E,Vo' e E, z<a f(z) < f(a') car f est strictement croissante

( (x)) < f(f(2')) car f est strictement croissante

)
o f)(w) < (fo f)(@)

L4l

(¢) Que peut-on en déduire alors sur f o f? Comparer avec la question 3c.
Correction : Si (f o f) est strictement croissante, alors (f o f) est injective (d’apres
la question 4a). C’est cohérent avec la question 3¢ qui montrait que si f est injective
alors f o f est injective.

(d) Montrer que Im(f o f) C Imf.

Correction :
zelm(fof) & JxekE, z=(fof)(v)
& Jre k2= f(f(x)
= Jy=[f(x)eF z=f(y)
= zelmf

5. Soit f: IR\{—2} — IR lapplication définie par

1
(a) Déterminer Imf.
Correction : — ne s’annulant jamais, il est clair que Imf C R\{1}

x+2
Montrons I'inclusion inverse :

Vye R\{l},y=f(z) e y=1— +<:>x—1——2
On vient donc de montrer que Vy € R\{1}, 3z € R\{—2} tel que y = f(x).

(b) Montrer que f est bijective de R\{—2} dans Imf.
Correction : Par définition de I'image, f est surjective de R\{—2} dans Imf.
Montrons alors 'injectivité : Vo € E, V2’ € E, f(x) = f(2') = Ti2 = x%ﬁ =z=2a.

(c) En déduire I'existence d’'une application réciproque f~! et la déterminer.
Correction : L’application f étant bijective de R\{—2} dans R\{1}, elle admet une
application réciproque f~1 de R\ {1} dans R\{—2} et, siy = f(x), alors z = f~1(y).
D’apres la question 5a, on a donc f~1(y) = ﬁ - 2.



Exercice 2

Soit (uy) la suite définie par

1 T
Vn € Nx, u,, = —sin .
M (n + 1)
1. Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de <« la suite converge vers [ >.
Correction : Ve > 0, IN e N, Vn e N,n > N = |u, — | < e.

2. En utilisant cette définition, montrer que la suite (u,) converge vers une limite | que I'on

déterminera.

Correction : Montrons que liI_P Uy =1=0.
n—

up| = | % 51n(n+1)|< orl<eon>i
d’'ott Ve >0, 3N € N, N > 1 (d’apres Archimede) Vn € N,n > N = |u,| < ¢
3. Utiliser un autre résultat du cours pour montrer que la suite converge vers [.

Correction : Par exemple, soit v, = = et wy, = sin ( 1) On sait que lim v, =0
n+ n——400

et que w, est bornée, donc la suite u,, = v,w, vérifie lim wu, = 0.
n—-+oo

4. On définit A = {u,, n € IN*}.
(a) Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de

i. < A admet un plus petit élément >.
Correction : dm € A, Ve € A, m < x.

ii. <« A n’admet pas de plus petit élément >.
Correction : Vm € A, dr € A, m > x.

(b) Montrer que A n’admet pas de plus petit élément.

Correction : Ym € A, Ing € IN* tel que m = i sin (

Il reste a trouver u, € A tel que m > =z.
Soit n > ng, alors 0 < % < ﬁ < 3= sm( +1> < sin (ﬁ) car sin est

n0+1)

croissante sur [0, 5.

D’ou l sin (n+1) < 1 sin (n +1) c’est-a~dire Ju,, € A, u, < m.

(¢) Qu’en est-il d’un plus grand élément ? (justifier la réponse).
Correction : u; = 1, montrons que c’est le plus grand élément.
. 1 .-
Vn e N, 0 < 75 <5 =0< sm(n%rl <sin(§) = 0 < 78111(”“) < 3sin (%)
c’est-a-dire u,, < 1.

(d) Montrer que A admet une borne inférieure.
Correction : La suite u,, converge donc elle est bornée, et donc minorée.
u1 € A donc A est non vide.
D’apres I'axiome de la borne inférieure, toute partie non vide et minorée de IR admet
une borne inférieure, et donc A admet une borne inférieure.

(e) Donner la caractérisation de la borne inférieure.

Yu, € A, u, > a,

orrection : a es orne irerieure ae { Vt > a, EI'U,n c A’ t> Up,

(f) Montrer que la limite [ de la suite est borne inférieure de A.
indication : on pourra utiliser le fait que sin(x) < x sur [0, 7/2]).
indicati tiliser le fait ' < 0,m/2



Correction : On a montré dans la question 4c¢ que, Yn € IN*, u,, > 0, donc on a bien
Yu, € A, u, > 0.

Vvt > 0, montrons qu’il existe u,, € A tel que t > u,, :

t>u, &t > %Sin(i)

n+1
s . s 1 =
Comme 75 > sin (n—“), alors trouver n tel que ¢ > 7 suffit.
t> %HLH & n(n+1) > 7. Ceci est vérifié si on prend n > \/g car n(n + 1) > n?

D’ou, dn > ﬂ tel que uy, < t.



