Corrigé Final - SY01/A18. Durée 2 heures, 2 pages, 5 exercices.

Exercice 1. Dans cet exercice les questions sont indépendantes.
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(a) Montrer que p,,,, pour (m,n) € N*? définit une probabilité.
Corrigé :

1 1
anm:2n 1323m—1:2n 131 :_net an— 1 =1.

m>1 n>1 2)

1. On pose, pour tout (m,n) € N*2, p, ,, =

(b) Déterminer les lois marginales d'un couple (X,Y’) de variables aléatoires (v.a.) admettant
comme probabilité pnm, pour (m,n) € N*2

Corrigé : p, = 2 2n 7T donc X sult la loi géométrique G( ).
Pm = Y p>1 P = 3m ZnZl 1 = 3}n (1_1%) = g(?l))m 'donc Y suit la loi géométrique
G(2/3).

(c) Donner pour la v.a. X (resp. la v.a. Y) la valeur de E(X) et de Var(X), (resp. de E(Y)
et de Var(Y)).
Corrigé : E(X) =Var(X)=2et E(Y)=3/2,Var(Y) = 3/4.
2. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de lois respectives binomiales B(n,1/2) et B(m,1/2).
Calculer P(X =Y). Indication : On pourra utiliser la formule " C5C~7 = Oy, ..
Corrigé : On suppose par exemple n < m. P(X =Y) = Y} P(X = k:ﬂY = k) =
S o P(X = k)P(Y = k) car X et Y sont indépendantes. Or P(X = k) = C*.L et P(Y =

nan
k) = Ck o=, puis, en posant k =n —i (oui=n—Fk) :

1 n—i,Ym—i i YMm—i m
PX=Y) =g Zc cmt = 2m+n chcm = 2m+ncm+n

=0

Exercice 2. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes, X suivant une loi B(p) et Y suivant une loi
de Poisson de parametre A > 0.
Soit Z la variable aléatoire telle que :

1. Exprimer Z en fonction de X et Y.

Corrigé : Z = Y1 x_;, par exemple ou bien Z =Y X.
2. Déterminer la loi de Z.

Corrigé : Z(2) = N et donc pour k € N,

(1 —p)+pexp(=A) si k=0,

P(Z=k)=P(Z=k,X=0)+P(Z=kX=1)= { pexp(—A)2 M

3. Calculer E[Z] et Var(Z).
Corrigé : E[Z] = E[Y|P(X = 1) = Ap et E(Z?) = E[YP(X = 1) = p(A2 + ), d'on
Var(Z) = Np(1 —p) + Ap.



4. Déterminer la fonction génératrice de Z, que 1'on notera gz(u).
. ’ o0 oo u k s N
Corrigé : gz(u) =Y o u"P(Z =k) = (1 —p) + pexp(—A) + pexp(—A) (D1 % —1) d’on

9z(u) = (1 = p) + pexp(=A) + pexp(—=A)(exp(ud) — 1) = (1 — p) + pexp(=A(l — u)).

5. Retrouver E[Z] et Var(Z) a l’aide de la question précédente.
Corrigé :g97,(1) = E[Z] = pA
et Var(Z) = 97" (1) + g5(1) = (97(1))* = Ap(1 = p) + Ap.

Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires, indépendantes et de méme loi exponentielle de
parametre 1, notée E(1).
1. On définit la variable aléatoire Z = —X. Déterminer la densité de Z.
Corrigé :
1, si x>0,
FZ(x)_{ 7, st <0

Ainsi, pour < 0, nous avons

donc la densité est
fz(z) = fx(=2) = "1 z<0y-

2. Soit T' la variable aléatoire définie par T = Y + Z. Déterminer la fonction génératrice des
moments ¢r(t) = E[e!T] de la variable aléatoire T'. Préciser I'ensemble des valeurs possibles de
t de sorte que ¢r(t) < oo.
Corrigé :
1 1 1

t:EtT:Et(Y+Z):Et(Y_X):EtYE_tX: — “1<t<l.
brlt) = EIe™] = B[] = B¢ ) = BBl = L=

3. A T’aide de la fonction génératrice des moments ¢r(t), déterminer 'espérance E[T] et la variance

Var(T).
Corrigé :
2t .
¢r(t) = 1= d’ott ¢7(0) =0,
et 54 62
+ t Y PR
7 (t) = (1——t2)3’ d’ou %(O) = 2, d’ou VCZT’(T) =2.

4. Retrouver d’une autre facon 'espérance E[T'] et la variance Var(T).

Corrigé :

E[T)=E[Y+Z]|=E[Y] - E[X]|=0,
et
Var[T|=VarlY + Z] = Var[Y] + Var[X] = 2.

5. On définit M, = w, ou les variables aléatoires Y; sont indépendantes et de méme

loi que Y et les variables aléatoires Z; sont indépendantes et de méme loi que Z. Etudier la
convergence presque sure de M,,. Justifiez clairement votre réponse.
Corrigé : On remarque que M,, = ZT Yi 4 Zij; Zi Tes hypotheses de la Loi Forte des Grands

Nombres sont vérifiées, ainsi M, 23 E[Y] — E[X] = 0.
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6. On considere une suite de variables aléatoires {7}, indépendantes et de méme loi, telle que T;
= >

n
N . . nooT, . . . .
a la méme loi que T'. SOlt N, = == ¢étudier la convergence en loi de N,,. JllStlﬁeZ clairement
n n ) n

votre réponse.

Corrigé : Les hypotheses du Théoreme de la limite centrale sont satisfaites, ainsi \/\FL/]%[” P ,

ou U suit la loi N(0,1).

Exercice 4.

1. Soit X une v.a. de densité

1cos(z), si lz] < 7,

Fx(@) = { (2), sinon,

(a) Vérifier que fx est bien une densité.
Corrigé : La fonction est continue et positive sur R. De plus

[T cos(x) ,  [sin(x) /2 B
/fo(iv)d:v—/_ﬁ/z 5 d:z:—{ 5 ]_W/Q—l.

(b) Calculer E[X] et Var(X).
Corrigé :

—7/2 2

car la densité est symétrique par rapport a (OY') (ou paire).

/2 g2 1 w2
Var(X) = E[X? = / de = - [ sin(x)}i/z B 2/ xsm(m)dx
7ﬂ-/2 2 2 7r/ 771'/2 2

7’ /2 /2 w2 ) /9 2
- {[—xcos@)]_ér/g b [ costopte = T @, =T -2

—7/2

(c¢) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y = sin(X).
Corrigé : Comme X (Q) =[-%,Z], Y(Q) = [-1, 1], ainsi

T 2073

0, si < -1,
Fy(z)=< 7, si —-l<z<l1
1, si x>1,

Désormais on prends —1 < z < 1,

arcsin(z)
Fy(x) = P(sin(X) < ) = P(X < arcsin(z)) = / . COSQ(x)dx

B [Sin(x):|arcsin(x) o +1
I 2

(d) En déduire la densité Y. La loi de Y est-elle une loi usuelle ?
Corrigé : fy(z) = 21;_11)(), il ’agit de la densité de la loi uniforme sur [—1, 1].



2. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de méme densité fx (donnée dans 1).
Trouver la densité de la variable aléatoire S = X; 4+ X5. Indication : on notera f; au lieu de fx,
et on rappelle que

cos(p + q) + cos(p — q)

5 .

Corrigé : Pour x € [—m, 7| on calcule (ailleurs la densité vaut 0),

cos(p) cos(q) =

fs ( ) fl * f2 / fl fg —t /COS(t)l[ﬂ/Q,,T/g] (t) cos(:v — t)l[,ﬂ/gm/g] (:17 — t)dt.

On doit distinguer deux cas (en dehors du cas ou la densité vaut 0).
Si z € [—m7,0], alors

x+m/2 sin . o2
s =g [ , (cos(o) +cos(2t — )it = - {@: + ) cos(x) + {—@; )} - }
= é {(az‘ + ) cos(z) + % (sin(m + z) — sin(—7 — x))}

1 .
=3 {(x + m) cos(x) — sin(x)} .

Si x € [0, 7], on fait le changement de variable x — —x dans I'expression qui précede et on
obtiens dans ce cas

fs(z) = é {(m — x) cos(x) + sin(z)} .

Ainsi, on obtient finalement

fsle) = 5 L+ Jal) cos(a) — sin(le)} 1 rs(2).

Exercice 5. Dans cet exercice la question 3 est un bonus sur 2 points.
Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes et de loi N(0,1).

1. Déterminer la fonction de répartition de Z = v/ X2 4+ Y2, puis en déduire la densité de Z.
Corrigé : Comme X et Y sont indépendantes le couple (X,Y") est gaussien de densité

e = () ),
™

On a Z(Q) =R" et donc Fz(t) =0sit <0 et pourt >0

Fy(t) = / foow (@, y)dady, ot Dy = {(z,y) € R* /a2 +y2 < t}.
Dy

fan(z,y) =

En passant en coordonnées polaires, on a

t 21 —7"2/2 t
—/ / ¢ rdfdr = [—e’"Q/Q] ,
o Jo 2m 0

)
s

ainsi
1 si t>0,
0, sinon,

Fo(o) = {

et la densité est ,
te /2 si t >0,

f2(t) = { 0, ’ sinon.



2. Déduire de la question précédente la loi de Z2.
Corrigé : On a Z%(Q) = R" et donc Fy2(t) =0sit <0 et pour t >0

Fpt)=P(Z><t)=P(—Vt < Z<Vt)=Fz(Vt) =1 —¢2

Ainsi Z? suit la loi £(1/2).

3. Déterminer la fonction de répartition de Y/ X, puis en déduire sa densité.

Corrigé : On a (Y/X)(Q) =R et
Fiyxy(t) = / fixvy(x,y)dzdy, ou Dy = {(x,y) € R* x R;% < t}.
Dy

en coordonnées polaires on a

o, do
F, t) = T Prdr x| —
(v/x)(t) /0 e rdrx | o7

avec [; = [—%, arctan t} U [g, T + arctan t}, ainsi

m us 1 arctant
Flyx)(t) = (5 + arctan t) + (w — 5 +arctan t) =S+ .

™

La densité est

1
foryx)(t) = A1+ 8)

Ainsi, la variable aléatoire Y/ X suit la loi de Cauchy de parametre 1.



