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0 Introduction, motivations

e Mise sous forme normale

e Quelques schémas numériques

e Stabilité absolue (en temps long)

e Convergence des schémas explicites a un pas
@ Ordre et consistance

@ Stabilité (0-stabilité)

@ Schémas multipas
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0 Introduction, motivations
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Equations différentielles : le probléme

Pour un entier p > 1, soient :
@ fyet T > 0 sontdes réels donnés,
@ adans RP,

@ f une fonction connue réguliere :
R X RP — RP.

Probleme continu : trouver une fonction
y : R — RP telle que

y'(t)=f(t,y(t)) Vtelb,to+ T,
(E) { y(b) = a o0
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Equations différentielles : le probléme

Pour un entier p > 1, soient :
@ fyet T > 0 sontdes réels donnés,
@ adans RP,
@ f une fonction connue réguliere :
R x RP — RP,
Probleme continu : trouver une fonction
y : R — RP telle que
y'(t)y=1(ty(t) Vtelb,bo+T]
(E) b
y() =a

Discrétisation en N > 0 intervalles
T
@ unpash=— >0,
P N
@ ty =1 +nhpourn=0,..N,
réguliérement espacés,
Probléme discret : pour n =0, ..., N, trouver
des vecteurs z, € RP qui approchent y(tn).
Schéma numérique :

Zni1 = Zn + hé(tn, zn, h)
(S) vn=0,...,N—1,
Zp = a.
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Hypothéses pour tout le cours

On suppose que les fonctions sont suffisamment régulieres.

On suppose que les conditions du théoréme de Cauchy—Lispchitz
s’appliquent.
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e Mise sous forme normale
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Mise sous forme normale : principe

Permet de passer d’'une équation
différentielle d’ordre p scalaire :
on cherche y : R — R tq

y@I(t) = g(t,y(1), y'(1), ..., yP=(1)),
y(to) = Yo,

y'(t) = »1,

YO (to) = Yo1.

OUgi[to,to—‘rT]XRp—)R,
etyje Rpouri=0,...,p—1,
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Mise sous forme normale : principe

Permet de passer d’'une équation
différentielle d’ordre p scalaire :

on cherche y : R — R 1q a un systeme différentiel d’ordre 1

vectoriel de taille p : on cherche

U:R—RPIq:
©)(t) = g(t,y (1), y'(1),...,yP=(t
Y )_ g(t,y(1),y'(1),....yP=1(1)), () = (b U(H)),
y(to) = Yo, Ulty) = U
y'(bb) = y1, 0 0
e ol F: [fy, ty+ T] x RP — RP et Uy
yP(t) = Yo-1, dépendent de g et des conditions

oug:[to,fo+ T] x RP = R, initiales y;.

etyje Rpouri=0,...,p—1,
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Mise sous forme normale : calcul

Poser
Ui(t) y/(t)
Ua(1) y'(1) La fonction F : [fy, fy + T] x RP — RP
un=1 ... =1 - ; s'exprime alors
Up—1(1) yP=3(1)
Up(t) yP=1(1) Y,
Ys
On dérive Fo, )= ...
Ui (1) y'(1) Yi’o Yieoi) Vo)
1 glo, Y1,..., ¥p
Uy(t) y'(t)
v = =
U,_4(1) yP=1(1)
Up(1) yP)(t)
Ua(t)
Us(t)
Up(t)

g(tv U1 (t)7 ] Up(t))
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Mise sous forme normale : calcul

Poser
Ui(t) y/(t)
Uz (1) y'(1) La fonction F : [ty, fy + T] x RP — RP
un=1 ... =1 - ; s'exprime alors
Up—+(t) yP=2)(1)
Up(t) yP=1(1) Y,
Ya
On dérive F@o,v)=1 ...
Yp
Uy (1) y"'(t)
U = U I Attention : ne pas confondre les variables
p—1 () y( ) (t muettes des fonctions (ici 6 et Y), les
Up() yPI(1) fonctions (ici U) et les valeurs des
Us(t) fonctions en un point (ici U(t) dans RP).
Us(t)
Up(1)

g(tv U1 (t)7 ] Up(t))
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Mise sous forme normale : calcul

Poser
Ui (1) y/(t)
Ua(1) y'(1) La fonction F : [fy, fy + T] x RP — RP
un=1 ... =1 - ; s'exprime alors
Up—+(t) yP=2)(1)
Up(t) yP=1(1) Y,
Ya
On dérive F@o,v)=1 ...
/! Yp
U1(t) 'yl(t) g(ev \/177Yp)
Uy (1) y"'(t)
U = U I Attention : ne pas confondre les variables
p—1 () y( ) (t muettes des fonctions (ici 6 et Y), les
Up() yPI(1) fonctions (ici U) et les valeurs des
Us(t) fonctions en un point (ici U(t) dans RP).
Us(t)
= e . Conditions initiales a écrire également.
Up(1)

g(tv U1 (t)7 ] Up(t))
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e Quelques schémas numériques
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Quelques schémas : principe

Oncherchery :R—>R(p=1)tq:

y'(t)y=1f(t,y(t)) Vtelbh,to+ T],
(E) { y(b) = a. e

Théoréme fondamental d’analyse (y est au moins de classe C') :

tn+1

tn+1

Vi) =yt = [y tnat= [ ey
th n

Cette équation sur la fonction inconnue y permet de trouver des schémas

liant z,.1 & z,,, en approchant l'intégrale en fonction de valeurs de y(t).

(Cf. chap 6, intégration numérique)

MTO9 : Chapitre 7 Résolution numérique des UTC, A2023 10/17



Quelques schémas : exemples

@ Rectangles a gauche
St 1 y(0)dt & hi(in, y(ta))
Schéma d’Euler explicite
Zny1 = Zn + hf(tn7 Zn)
@ Rectangles a droite
S At y(0)dt & bf(tra, Y (tns1)
Schéma d’Euler implicite (ou rétrograde)
Zny1 = Zn+ hi(tni1, Zpya)
@ Trapezes [ f(t,y(1))dt ~

h/2(f(tn, y(tn)) + f(tar1, ¥ (tas1)))
Schéma de Cranck—Nicholson

h
Zny1 = Zn + E (f(tn, Zn) + f(tn+1 y Zn+1 ))

(implicite)
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Quelques schémas : exemples

@ Rectangles a gauche

th
St y(D)dt ~ ht(th, y(tn)) @ Trapézes (bis) : prédicteur / correcteur
Schéma d’Euler explicite Schéma de Euler—Cauchy (ou Heun)
Zntt1 = Zn + hf(tn, zn) Zni1 = Zn + hf(tn, zn),
@ Rectangles a droite i1 =2t g (f(tn, 20) + f(tns1. Zn11))

S f(t y(8)dt & At ¥ (t11))

Schéma d’Euler implicite (ou rétrograde) (explicite)
@ Rectangles au milieu ft:"“ f(t, y(t))dt =~
Zni1 = Zn + hf(tai1, Zn14) hf(tn + h/2, y(tn + h/2))
Prédiction / correction
@ Trapézes fé”“ f(t, y(t))dt = Schéma du point milieu

h/2(f(tn, y(tn)) + f(tar1, ¥ (tas1)))
Schéma de Cranck—Nicholson

- h
Zny1/2 =2Zn+ Ef(tn,zn),
h = hi(tn + 1.2
Zn+1 :Zn-i-§(f(tn,zn)+f(tn+1azn+1)) Zni1 = Zn+ it + §’Z"+1/2)

(implicite) (explicite)
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Quelques schémas : exemples

@ Theta-méthode
Zppt = 2n + h((1 — 0)(tn, 2n) + 0F(tns1, Znt1))

(implicite si 6 # 0)
Généralisation d’Euler explicite (6 = 0),
d’Euler implicite (6 = 1),
et de Cranck—Nicholson (9 = J).
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e Stabilité absolue (en temps long)

MTO9 : Chapitre 7 Résolution numérique des UTC, A2023 13/17



e Convergence des schémas explicites a un pas
@ Ordre et consistance
@ Stabilité (0-stabilité)
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e Convergence des schémas explicites a un pas
@ Ordre et consistance
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e Convergence des schémas explicites a un pas

@ Stabilité (0-stabilité)

MTO9 : Chapitre 7 Résolution numérique des UTC, A2023 16/17



@ Schémas multipas
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