
SY01 / A22 - MEDIAN
(Durée : 1h30 - fiche recto-verso A4 autorisée)

Les réponses doivent être justifiées soigneusement.

Exercice I (7 points)

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, A et B deux évènements.

1. Montrer que

(a) P(A ∩B) ≥ P (A)− P (B)
(b) Si P(A) > 0, alors P (A ∩B | A ∪B) ≤ P (A ∩B | A).

2. On considère A et B indépendants et tels que P(A) = p, et P(B) = q, avec p, q ∈]0, 1[. On
définit les variables aléatoires X = (1A)2 − (1B)2 et Y = (1A − 1B)2.

(a) Déterminer les lois de X et de Y .

(b) Déterminer la fonction de répartition de X .

(c) Calculer E[X] et Var(X).

(d) X et Y sont-elles indépendantes pour p = q = 1/2 ?

Exercice II (6 points)

On considère un dé bien équilibré à 6 faces, avec 2 faces rouges et 4 bleues. À chaque lancer du dé
on note la couleur de la face sortie, B signifiant bleue et R rouge. On écrit sous forme d’une suite
les résultats successifs obtenus. On relance le dé de manière indépendante, et on s’arrête dès que,
pour la première fois, les deux couleurs du dé sont sorties. On s’intéresse à la variable aléatoire X
prenant pour valeur la longueur de la première série de lettres identiques. Par exemple : X = 3
pour RRRB ou BBBR.

1. Donner un ensemble fondamental Ω pour décrire cette expérience et donner X(Ω).

2. Déterminer la loi de X .

3. Calculer la fonction génératrice de X .

4. Calculer E(X).

Exercice III (4 points + 2 points bonus)

Soient X et Y deux v.a. discrètes indépendantes à valeurs dans E = {1, 2, . . . , d}, des lois
(p1, . . . , pd), et (q1, . . . , qd) respectivement. Soit B une v.a. Bernoulli de paramètre p, indépendante
de X et de Y . Nous allons considérer la v.a. Z := BX + (1−B)Y à valeurs dans E.

1. Déterminer la loi de Z.
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Application. Un site d’e-commerce propose d articles numérotés de 1 à d, ordonnés du moins cher
au plus cher. Chaque client qui se connecte au site achète un seul article. Une étude montre qu’il
y a deux types de clients dans la population selon leurs habitudes d’achat :

- les clients de type I achètent l’article i avec probabilité pi, pour i = 1, . . . , d,

- les clients de type II achètent l’article i avec probabilité qi, pour i = 1, . . . , d .

Il y a une proportion de 20% de clients de type I dans la population.

2. Quelle est la probabilité qu’un client choisit au hasard dans la population achète l’un des 2
articles les plus chers ?

3. On choisit au hasard un client ayant acheté l’article numéro 1, quelle est la probabilité qu’il
soit de type I ?

Exercice IV (3 points)

On souhaite ranger sur une étagère 4 livres de mathématiques, 6 livres de physique, et 3 livres de
chimie, tous distincts. De combien de façons différentes peut-on effectuer ce rangement :

1. Si les livres doivent être groupés par matières.

2. Si seuls les livres de mathématiques doivent être groupés.
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