Corrigé du devoir 5
TD5-Exercice 3

L |24+ 7|P=<Z+§,T+7T>=< T, 8>+ < 7,5 > +2 < T, 7 >
| Z -G |P=<Z— 3§, —§>=<T,T>+ <G, 7> -2<T,7>

| Z+ 7 |=1Z-F el Z+7|*=|7—-7|*e 4 <Z 7 >=0<% T et § sont orthogonaux.

— —

77 z E+y I z T+

2. KTZH Y, T+ Y>=<T,T>+ <Y y>+2< ¥,y >
donc || 4+ ¢ ||>=|| #||> + || 7 ||? si ¥ et ¥ sont orthogonaux

TD5-Exercice 4

1. (a) On montre I’égalité par double inclusion. Par définition {0} C E.

D’autre part pour tout vecteur de E, on a < z,0 >= 0, donc tout vecteur de E
appartient & {0}, d’ot1 I'autre inclusion.

(b) 0 € E*L, donc {0} c E*
D’autre part
FeEEr —=VWeE<Zj>=0=<Z,T>=0=—=7=0,
d’ou l'autre inclusion.
2. On montre que F' C (F*)*, c’est & dire, si Z € F, alors ¥ € (F*)*.

En effet pour tout i € F+, on a < Z,4 >= 0, car les vecteurs de F* sont orthogonaux a
tous les vecteurs de F', donc en particulier a Z.

On va maintenant montrer que F et (F l)l ont méme dimension, ce qui permettra de
conclure quant a 1’égalité.

On sait que
E=F®F*+=FtaoFhHh

Donc

dim E = dim F + dim (F1) = dim (F1) + dim (F1)1) = dim F = dim ((F)1)

3. Montrer que

(a) On raisonne par double implication.
On suppose que F' C G et on veut montrer que F- C G, c’est a dire :
feGt=iert

TeGtevVijeG<tf>=0=>Vje F<Zj>=0&1cFt

En effet puisque F' est inclus dans G, une propriété qui est vraie pour tout i de G
est vraie pour tout ¢ de F.

Pour démontrer la réciproque, il suffit d’utiliser la question 2) et l'implication que
I’on vient de démontrer :

GtcFt=FHtc@@GhHt e Fca.



(b) On montre une double inclusion.

C(F+GQ) = (F+Ga)*t cFt
GC(F+G)= (F+G)tcat.
Donc
(F+G)r c Ftnat.
D’autre part :
Soit # € F- NG, on veut montrer que Z € (F + G)*, cest & dire

VZe F+G, (1,2 =0.

7€ F+ G s’écrit z = z1 + 29, avec z1 € I, zo € G, par bilinéarité du produit scalaire
(£, 2) = (Z,21) + (£, %) =0+0=0car ¥ € F+, ¥c Gt

Ce qui termine de démontrer ’autre inclusion



