Corrigé du devoir 1
Chap 1 - Exercice 6

1. e On montre que A+ B est un sous-espace vectoriel.
— 0 €A, 0 € B, donc 0 + 0=0¢ A+ B, I’ensemble n’est donc pas vide.

— Soient 71 = &'14-1_7'1 et Ty = &’2—?—5’2 avec dq,ds € A, 51, 52 € B alors en utilisant la
commutativité et I’associativité de la loi + on obtient :

A ~

T+ Ty = (@1401)F(Gatb2) = (@1+d2)+ (b1 1ba).
Or A et B sont des sous espaces vectoriels, donc (@ -+a@3) € A, (b14bs) € B, donc
T+ T € A+B.
— De méme en utilisant les propriétés de la loi externe :

Or A et B sont des sous espaces vectoriels, donc Ad; € A, M\by € B , donc AZy €
A+B.
A C ATB, en effet :

8y

FTeA=>TF=7+0=7¢c AFB, puisque 7 € A,0 € B.

De méme B C A+B.

e Soit C un sous-espace vectoriel contenant A et B, montrons que A+B C C.
Soit # = d+be AFBorde C et be C done Z € C (sev).Donc AFB C C.

e Donc A+B est le plus petit sev qui contienne A et B.

2. e Puisque si A est un sev de E et B est en sev de E, alors (question précédente) A+B
est en sev de E, alors la loi + est une loi de composition interne de &.

e Pour montrer I'associativité il faut montrer que :
(ATB)FC = AT(BFC).

Comme d’habitude pour montrer 1’égalité entre deux ensembles, on raisonne par
équivalence si ¢’est possible, ou alors par double implication ce qui revient & démontrer
une double inclusion :

re k=xecF ECF
E:F@{feE@feF}@{we —re { -

reF=7rek FcFE
Ici on peut raisonner par équivalence :

7€ (AFB)FC & & = (@4b)+7 = at(b+e) & & € AF(BFC).
On a noté @, g, ¢ des vecteurs de A, B, C.

e La loi est commutative, on montre que A+B = B+ A

i< ¥ e BFA.

S

F€AIB & T =aib=

o L’élément neutre est Pensemble O = {0} :
Si # € ATO, on peut écrire Z = @10, avec @ € A, donc # = @, donc T € A.

Réciproquement si & € A, on peut écrire 7 = Z + 0, donc 7 € AFO.



e Etant donné A, on cherche un sous-espace vectoriel B tel que A+B = O, si B existait

on aurait alors
AcC AFB=0={0}.

Ceci est impossible si A # {0}.

e Tout sev est idempotent, c’est & dire A = A+A. On va raisonner par double inclusion

fTeA=>7=740= 7 e AFA puisque T € A et 0 € A.

Réciproquement :

7€ A+A = ¥ =ad+d, = ¥ € A puisque A est un sev, donc stable pour la loi+

3. On montre facilement que :
AT (BNC) C (ATB)N (ATC).

Si #e€ A+(BNC), alors & = G4d, avec d € BN C, donc d € B, donc 7 € AT B.
On montrerait de méme que ¥ € A+C et donc 7 € (A+B) N (A+0O).

Pour montrer la distributivité, on n’arrive pas a montrer que dans le cas général :
(A+B) N (A+C) Cc AH(BNCO),

donc on cherche un exemple pour lequel cette inclusion n’est pas vérifiée.

On définit
A={ZcR* 1 =0},B={Zc Rz =0},C={Zc R}z =5}

On montre que A+B = IR?, pour cela il faut montrer que tout élément de IR? peut s’écrire
comme la somme d’un élément de A et d’un élément de B.

On montre de méme que A+C = R?.
On montre que BN C = {0} = O.
On a donc (A+B)N(ATC)=R? AT(BNC) = ATO = A.

L’inclusion (A+B) N (A+C) € A+(B N C) n'est donc pas vérifiée. Donc il n’y a pas
distributivité.

Chap 1 - Exercice 15
{€1,€a,...,Ey} est une base de E donc dim E = n. La famille { fi, fo, ..., fn} contient n vecteurs,
il suffit de montrer que cette famille est libre pour conclure que c’est une base.

arfi+oofot ... Hanfn=0 o (@ +)+aa(@+E)+ ...+ an 1(En 1+ En) + anép =0
S a1+ (a1 +a)éa+ ...+ (ap—2 + an—1)€n—1 + (An—1 + ap)é, =0
(65} =0
a1 +as =0 o . - o
& N Sap=ay=..=a, =0.
ap—1+a, =0



On a utilisé le fait que {1, é3,..., €3} est une famille libre, donc si une combinaison linéaire de
ces vecteurs est nulle, tous les coefficients sont nuls.

On aurait pu, au lieu de montrer que la famille { fi, ﬁ, ceey ﬁl} était libre, montrer qu’elle était
génératrice, il aurait alors fallu montrer que pour tout vecteur de E, donc pour tout vecteur
T = €] +agé'2t. . .+oz1}é’n, il existe §es coefficients (1, B2, ..., Bn (qui dépendent de oy, g, ..., )
tels que & = By f1 + Bafo + ...+ Bufn.

Chap 1 - Exercice 16

Uy € vect< U1, Uy >= vect< 91, U3 > donc Ja, S tels que vo = ath + PBUs.

On a une combinaison linéaire des 3 vecteurs avec des coefficients non tous nuls (le coefficient
de U5 est 1) donc la famille est liée.

Attention : on doit pouvoir affirmer que les coefficients non tous nuls ! (donc pas d’inconnus
pour les 3 coefficients)

La réciproque est fausse : il suffit de voir que si 'on prend ¢} = ¥y et (U2,03) libre, les 3 vecteurs
sont liées mais les 2 sous-espaces vectoriels sont différents.

En effet, dim vect< ¥, ¥p >=dim vect< 77 >=1 et dim vect< ¥, /3 >=2.

Par exemple, dans IR?, prenons #; = @ = (1,0) et 3 = (0,1), on a vect< @, U >= vect< @ >
qui est une droite vectorielle et vect< 7, vi3 >= R2.



