2. Calculer en (grands) nombres entiers

Le grand O de Landau
Ecriture en base b
Colit du stockage

B Colit des opérations élémentaires (4, —, -, /)



1. le grand O de Landau

D'abord, un outil pour comparer des suites :

Soient (un),cn €t (wn),cn deux suites de réels positifs.

up, = O(wy,) PN IA>0, INeN, VneN, n>N=— u, < \w,

Remarques :

en francais : a partir d’un certain rang, u, est majoré par une constante
fois wy,.

utilisation : u,, est donnée, on cherche w, la plus simple et la plus
proche possible (idéalement w,, = O(u,) aussi!) ...

nombreux exemples en TD



2. Ecriture en base b

Soitbe N, b > 2.

Tout entier x € IN s'écrit de maniére unique comme :

n—1
. Vke[0,n—1], 0<ar<b

T = apb®,  ou : ’ ’
k;zzok {an—l#o

Démonstration : le résultat est évident si x < b.
Conclure par un raisonnement par récurrence qui utilisera la division

euclidienne (exercice).
Notations : n est le nombre de chiffres en base b de .

notation
=" lan-1,--- ,a1,a0]p



nombre de chiffres en base b

(b— 1)1 F b L pM) =ttt —1

L’entier x s'écrit avec Ny(x) = n chiffres en base b si et seulement si

il <z < b

On a donc :

No(z) = [11‘;((”8 ] +1=0/(n(z))

Démonstration : exercice. O



comparaison d'entiers écrits en base b

Soient x = [ap—1,--- ,a1,a0) et &’ =[al,_,,--- ,a},ap] deux entiers écrits
en base b.

Sin <n (resp. n' < n) alorsx < ' (resp. ' < z).

Sin =n', désignons par p le plus grand entier tel que a, # a;. Alors, si
p=0onax=2a',etsip>0ona:

v < = ap<a,

Démonstration : exercice. O



3. Colit du stockage

Désignons par C'(x) la quantité de mémoire consommée pour le stockage
d'un entier x.
Hypotheése (gratuite?) : Il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vz € [0, b], C(z)<c

Si I'entier x s'écrit avec n chiffres en base b, son coiit de stockage est tel
que :

C(x) = O(n) = O (In(z))

Démonstration : C(z) < cn. O



4. Colit des opérations élémentaires

Le symbole x représente |'une (quelconque) des quatre opérations
élémentaires : +, —, -, /

Désignons par Cy(z,2') le colt (= le temps?) de calcul de x x .
Hypothese (gratuite ?) : Il existe une constante ¢ > 0 telle que

vz, z' € [0,b], Ci(z,2") < c

Soient x et =’ deux entiers écrits en base b.

C.(z,2’) = O (nombre d’opérations élémentaires sur les chiffres)



Colit des opérations élémentaires  (2)

Soient x et 2’ deux entiers écrits en base b. Les opérations sont effectuées
par les “algorithmes de |'école primaire” sur les chiffres en base b.

max (Np(z), Np(z')) < Ny(z +2') <m (Nb(x)aNb(xl)) +1
Cy(z,2") = O (max (Ny(z), Np(2'))) =

Ny(z — 2') < max (Nb(a:), Nb(w'))
C_(z,2") = O (max (Ny(z), Np(z'))) = O (max (In(z), In(z")))




Colit des opérations élémentaires  (3)

Np(z) + Np(2') < Np(z -
C.(z,2") = O (No(z)Np

') < Ny(z) + Np(z') + 2
(x')) =0 (ln(x) ln(w'))

Ny(r) < Np(z) et Np(q) < Np(z') — Np(x) + 1
C(z,2") = O (Np(z") (Ny(z) — Ny(z')))




