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1. Définitions et regles de calcul

(A,+4,0,%,e) est un anneau (unitaire) si :

(i) (A,+,0) est un groupe abélien;
(i) (A, *,e) est un monoide;

(iii) * est distributive par rapport a + :
(Va,b,c € A) ax(b+c)=axb+axc et (a+b)*xc=axc+bx*c

Si de plus,

(iv) (A\ {0}, ,e) est un groupe (i.e. tout élément distinct de 0 admet un
symétrique pour ),

on dit que (4, +,0,x*,¢e) est un corps.

Dans ce cours, on supposera toujours que e # 0, ainsi un anneau contient
toujours au moins 2 éléments.



Exemples et regles de calcul

Exemples :

(Z,4+,0,-,1) est un anneau qui n'est pas un corps.

7./27 = {0;1} est un corps.

(Z/nZ,+,0,-,1) sont des anneaux qui sont des corps si et seulement si n
est un nombre premier.

(i) (Vze A) zx0=0x%xz=0.
(i) (Vo,ye A)  zx(-y)=—(zxy) = (-2) xy.

Démonstration :
(i) zx0=2%(04+0)=--- (exercice).
(i) % (—y) +xz*xy=--- (exercice).



Autres définitions

On dit que I'anneau (A, +,0, %, e) est :

m commutatif si * est commutative ;

m intégre si
(Vx,y € A) zxy=0 = (=0 ou y=0)
Exemple : Z /67 n'est pas intégre (2 -3 = 0).

Remarque : Tous les anneaux concrets rencontrés dans ce cours sont
commutatifs.



le groupe des inversibles A*

Soit un anneau (A, +,0, %, e).

On dit que I'élément x € A est inversible s'il admet un symétrique pour la loi
*, le. s'il existe ¥’ € A tel que

/ /
T* T =T T =¢€

S'il existe, un tel x' est unique; on I'appelle I'inverse de x et on le note z~*.
L’'ensemble des éléments inversibles de A se note A*.
(A*, %, e) est un groupe.
Exercices :
(2’ =eeta”"xx=e) =o' =2"
A* = A\ {0} <= A est un corps.
Zr = {131}
(z/6Z)" = {1;5}



Notation

Soit un anneau (A, +,0, %, e).
(Vx € A)(Vn € 7Z)

0 si n=20
) A si n>0 (récurrence)
notation N——
z‘ = .
n fois
—(x+---+2x) si n<0 (récurrence sur |n|)
———
|n| fois
e si n=20
, Tk kT si n>0
n notation N——
€T - n fois

(7% x2™h) si n<0 et SEULEMENT siz € A*




bindome de Newton

(Vz,y € A)(Vn € N) (x+y)" i( )a: *y" T

Démonstration : par récurrence sur n (exercice). O



2. Morphismes, A-algebre, caractéristique

Soient 2 anneaux (A, +,0,*,¢e) et (A", 4,0/, ¢’).

Une application f : A — A’ est un morphisme d’anneau si
(i) (Ver,22 € A)  flar+a2) = f21) + f(22)

(i) fle)=¢

(iii) (Vo 22 € A)  flarxx2) = f(x1) ¥ f(22)

Remarque :
La condition (i7) ne se déduit pas des deux autres; considérer par exemple

Fil — TxTE
r — (z,0)

Dans ce cours, on se limite au morphisme d'anneau unitaire.



A-algebre, extension d'anneau, extension de corps

Soit un anneau (A, +,0, %, e).

Une A-algebre est un couple (B, j) ou B est un anneauet j: A — B
est un morphisme d’anneau.

Si de plus j est injective, on dit que (B, j) est une extension d'anneau,
et on note :

AC_j>B

Si de plus A et B sont des corps, on parle d'extension de corps.



Morphisme de A-algebre

Soit un anneau (A, +,0, %, e).

Soient (B, j) et (B’,j") deux A-algebres. Un morphisme de A-algébre est un
morphisme d’'anneau f : B — B’ qui rend commutatif ce diagramme :

/X

B/



Caractéristique d'un anneau

Tout anneau (A, +,0, %, e) est, de facon unique, une Z-algébre (A, ¢). Tout
morphisme d’anneau est un morphisme de Z-algebre.

Démonstration : c'est la propriété universelle de 7Z, on doit avoir :
(Vn € ) o(n) = ne. O

Soit un anneau (4, +,0,*,e), vu comme Z-algebre (A, ¢). La caractéristique
de A, qu'on note car(A) est I'unique entier k € IN tel que Ker(p) = KZ.

car(A) =k <= A contient un sous-anneau isomorphe a Z/kZ

p

A

Z
T %

7K, N Im(yp)



3. Sous-anneau, sous-anneau engendré

Soit un anneau (A, +,0, %, e).

On dit que H C A est un sous-anneau de A si (H,+,0,%,¢e), ou + et *
désignent les restrictions a H des opérations de A, est lui-méme un anneau.

Remarque : L'inclusion est alors un morphisme d’anneau H———> A .

(1) (H,+,0) sous-groupe de (A,+,0)
H sous-anneau de A <= ¢ (ii)) e€ H
(t4i) (VYh,h' € H) hxh' € H

Démonstration : exercice. O



Sous-anneau, sous-anneau engendré

Exercices :
Les anneaux Z et Z/nZ n'ont pas d'autre sous-anneau qu’eux-mémes.
Z est un sous-anneau de ().

Soit un anneau (A, +,0, , e). Toute intersection de sous-anneaux de A
est un sous-anneau de A.

Soit un anneau (A, +,0, %, e). On appelle sous-anneau de A engendré par
une partie S C A le plus petit sous-anneau de A contenant S.

C’est I'intersection de tous les sous-anneaux de A qui contiennent S.



Exercices : Soit f : A — A’ un morphisme d’anneau.
H—A = [fH) A4
En particulier, Im(f) est un sous-anneau de A’.

En général, Ker(f) n'est pas un sous-anneau de A.



