4. Théoreme de Wedderburn

Tout corps fini est commutatif.

Attention : pour la démonstration, il faut oublier tout ce qu'on a établi sur
les corps finis en supposant la commutativité . ..

Schéma de la démonstration

Sous-corps des éléments qui commutent avec une partie

Un lemme de divisibilité

Polyndmes cyclotomiques



1. Schéma de la démonstration

Soit (K, +,0,*,e) un corps fini.
e On considére son centre :

Z(K) et {ye K: (VzxeK) yxx=xxy}

Z(K) est un sous-corps de K (exercice). Z(K) est commutatif.
Objectif : Montrer que Z(K) = K.

e On pose card(Z(K)) = q.
Exercice : Munir K d'une structure de Z (K )-espace vectoriel, et en déduire
I'existence d'un n € N tel que card(K) = ¢".

Il s’agit maintenant de montrer que n = 1.



Schéma de la démonstration

(2)
Le coeur de la démonstration : La formule des classes

pour I'action de (K™*,*,e) sur lui-méme par conjugaison

d: K*x K*

(9,)

— K

— g-x:g*x*g_l

e Désignons par K*/K* I'ensemble des orbites et par s : K*/K* — K* une
section de la projection canonique 7 : K* — K*/K*. La formule des classes
donne ici :

1=y q" 1

ces(KoTK) ord(Stab(x))

Rappels :

Orb(x) = {g-x:g*x*g_lz ge K"}

g-x=a}={ge K*:

Stab(z) wf {ge K*:

gxr=x%g}



Schéma de la démonstration  (3)

e Calcul de ord(Stab(x)) :

K, & Stab(z) U{0}={ge K: gxz=xxg}

est un sous-corps de K tel que Z(K) — K, — K et il existe un r, € N tel
card(K ;) = ¢"=, de sorte que :

ord(Stab(x)) = ¢"* — 1|

e Avec la formule des classes, on doit avoir ¢"* — 1|¢"™ — 1, ce qui équivaut a

(lemme de divisibilité) :



Schéma de la démonstration  (4)

e Distinguons les orbites a un seul élément :

card(Orb(z)) =1 <= Stab(z) = K* <— z € Z(K)*

[l'y a donc exactement card(Z(K)*) = g — 1 orbites a un seul élément, et la
formule des classes se précise en :

¢ -1 =9q-1+ Z g —1
x € s(K*/K*)
card(Orb(z)) > 1

ou : ry|n et ry #n.



Schéma de la démonstration  (5)

e Les polynomes cyclotomiques a la rescousse :

®,,(q)|¢g"™ — 1 (exercice), et comme 7,|n on a aussi @n(q)\% (exercice),
et donc :

(I)n(Q)’q -1

Mais par ailleurs (faire un dessin!) :

- 11 Iq > (¢g—1)

geCn >q-1

Finalement ®,(q) = ¢ — 1 et .



2. Sous-corps des éléments qui commutent avec une partie

Soit (K, +,0,*,€e) un corps.

Soit A C K une partie quelconque de K. Alors I'ensemble K' des éléments
de K qui commutent avec tous les éléments de A,

K Y {lye K: Vee A, yxxz=xx*y}

est un sous-corps de K.
De plus, on peut munir K d’une structure de K'-espace vectoriel.

Démonstration : exercice.



3. Un lemme de divisibilité

Soient a,b € N. Dans Z[X], on a :

X —1|X? -1 < bla
Démonstration :
Si, par division euclidienne dans N, on a :
a=bg+r avec0<r<b
alors la division euclidienne dans Z[X] de X% — 1 par X° — 1 s'écrit

q—1
X*—1=(X-1) (ZX”’“”) + X" -1

k=0

(récurrence sur g en exercice) O



4. Polynémes cyclotomiques

Soit n € N '\ {0}.
C, ot {zeC: 2"=1}
est un sous-groupe de (C*,-, 1), cyclique d'ordre n (engendré par e'n par

exemple). Il admet exactement ¢(n) générateurs, qu'on appelle les racines
primitives n'“"¢ de I'unité. On désigne par RP, leur ensemble.

(WneN\{0}) @,(X) € T[] x-¢

EERP,




Polyndmes cyclotomiques  (2)

(vneN\{0}) X"-1= []2uX)
d|n

Démonstration : Dans la factorisation X" —1 = [, (X — &) (dans
C[X]), on regroupe les £ selon leur ordre (qui doit diviser n). O

(Vn e N\ {0}) D, (X) € Z[X], de cef. dominant=1

Démonstration : ®;(X) =X —1, ®9(X) = X + 1, puis par récurrence sur
n (exercice). O



