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VIII.1.1 Lois de composition interne de RR*

Exercices :
Exercice A.1.1

La nécessité d’étendre IR résulte du fait que certaines équations algébriques n’ont
pas de racine dans IR, la plus célebre étant 22 + 1 = 0. Mais il y a une différence
fondamentale entre le passage de @Q a IR et le passage de R a C. Dans le premier cas, il
s’agit d’'une extension destinée a “remplir 'espace laissé vide entre les rationnels” , dans
le deuxiéme cas, il s’agit d’'une extension “algébrique” : on va agrandir ’ensemble en lui
rajoutant une composante, la partie imaginaire, pour pouvoir résoudre des équations
qui n’ont pas de racines dans R.

Définition VIIL.1.1. Sur E = IR? on définit les deux lois de composition :
— laddition : (z,y)+ (¢,y) = (x + 2",y + v/),
— la multiplication (z,y) x (z',y') = (v’ — yy', zy/ + 2'y).

Vous montrerez en exercice que I'addition donne & E une structure de groupe com-
mutatif et que la multiplication a les propriétés nécessaires pour que E ait une struc-
ture de corps commutatif. Ce corps, noté C, est appelé le corps des nombres com-
plexes. Un nombre complexe, i.e. un élément de C, est donc un couple de réels,
obéissant aux lois de composition précédentes.
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VIII1.1.2 Parties réelle et imaginaire d’'un nombre complexe

Exercices :
Exercice A.1.2
Exercice A.1.3

En utilisant les regles de ’addition et de la multiplication, on vérifie :

(0,1) x (0,1) = (—1,0)

On identifie le nombre complexe (z,0) (dont la 2éme composante est nulle) au réel
5o

On note i le nombre complexe (0,1), on a donc i2 = —1, c’est a dire i est une des
racines de 'équation 2> + 1 = 0.

On a d’autre part :

(z,9) = (2,0) + (0,9) = (2,0) + (0,1) x (y,0).

On peut donc écrire un nombre complexe z = (z,y) sous la forme dite canonique :
z = x + iy. On dit que x est la partie réelle et y la partie imaginaire de z, et on les
note respectivement Re z et Sm z :

z=x+ 1y (= Rez +1iSmz2).
Proposition VIIL.1.1. Soient z et 2’ deux nombres complexes, alors on a

(22/=0) & ((2=0) ou (2 =0)).
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Démonstration - Limplication < est évidente. Réciproquement, supposons que zz' = B S A e

1
0.Alors, soit z = 0 et c’est terminé, soit z # 0 et 'on a 2’ = (=2)2' = —(22') = -0 = 0. et imaginaire
i “ ® d’un nombre
Cette propriété, qui est triviale dans IR et dans C, n’est pas vraie dans certains complexe

ensembles. Par exemple, vous verrez en MT23, que 'on peut avoir deux matrices non
nulles dont le produit est nul !
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VII1.1.3 Formule du bindme de Newton

Exercices :
Exercice A.1.4

Proposition VIIL.1.2. Pour tous nombres complexes z et z' et pour tout entier n > 2, on
a

(z+2) =2+ Ol .+ CErRR  On e 4 (VIIL.1.1)

Démonstration - La formule se démontre par récurrence.
— Elle est vraie pour n = 2 puisque (z + 2/)? = 22 + 222’ + 2/? et que C1 = 2.
— Supposans la vraie pour n — 1, c’est-a-dire supposons que

(z+2)" ="t O TR
On en déduit que
(z+zl)n — (Z—FZ,)(Z—FZ/)nil — z(z+ Z/)nfl +Z/(Z+Zl)n71
=2(" .+ CF_ IR
+z/(2”_1 NS C’ﬁ:iz”_l_(k_l)z’k_l N Z/n—l)
= 2"+ .+ (CF +CE DR
Calculons, pour 1 < £ <n — 1, la somme :
(n—1)! n (n—1)!
I " k—1D)(n—1—Fk~+1)!

k k=1 _
Gt Gt = H—1-oh)

7 > >
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(n—1)!

d’ou découle le résultat annoncé.

k' (n —k)!

section a

((n—k) +k) =Cp

suivant »

(VIIIL.1.2)
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VIII1.1.4 Conjugué et module d’un nombre complexe

Exercices :
Exercice A.1.5

Définition VIIIL.1.2. Soit z = = + iy un nombre complexe, alors
— le nombre complexe x© — iy s’appelle le conjugué de : et se note z,
— le nombre réel \/x? + y? s‘appelle le module de : et se note |z|.

Voici un résumé des principales propriétés des conjugués et des modules :
—Z=2,(21+22) =21+ 22, 7122 = 2122, V2 # 0, (i) = é,
1 1

2= _
Rez=3(2+2),Smz = 2(z—2), |2+ 2/|* = |2|* + 2Re (22/) + |2|?,

’2 = 2z, ‘Z| = ‘2|7 |ZZ/‘ =

|2 I,

1|2

1 Z
—2=0% |2/=0etVz#0, - = —.
z |7
Démontrons quelques-unes de ces propriétés (vérifier les autres pour étre siir de bien
les manipuler) : Concepts
1 1
— Tout d’abord, pour z = x + iy (# 0), nous avons () =—:
‘ “ Exemples
. Exercices
1 1 —
- = = Sl = m 9 Documents

=] = —1 s
2 ztiy  (ztay)@—iy) 2?+y? 22 +y?

9 > >
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1 1 T+ 1y T n Y
—_ = = = 7 o
z xz—iy (z+iay)(x—idy) 22+y2 2?4 y?
A . 1 1 .
— De méme, si 2z #0,0on a |- :ﬂpulsque
z z

27 L 2+ y 27 1 ot i 27#
- x2+y2 x2+y2 _x2+y2 ‘Z‘ _-T2+y2

— Et enfin le calcul de |z + 2/|? s’obtient par

lz+ 2P =(+2)Z+2) =22+ 22 +22 + 27

Or,
=T
d’ou ) B
2z + 22 = 2Re (zz’)
de plus

ga= el Zd =2
de sorte que I'on a bien :

|z + 2'|? = |2|* + 2Re(22') + |2/

10
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VIII.1.5 Inégalité triangulaire

Exercices : Cours :
Exercice A.1.6 Nombre complexe - conjugué et
module

Proposition VIIIL.1.3. Pour tous nombres complexes z et 2/, on a
- [Rez| < |z| et |Smz| < |z|,
— |z 4 2| < |z| + |7/| (inégalité triangulaire)
= llz[ = [2'l] < [z = 2/I.

Démonstration - Cette démonstration utilise les points du paragraphe référencé.
— Siz =z +iy,alors |22 = 22 + 12, [Rez|? = (Re2)? = 22 et [Sm 2|2 = (Sm 2)? = 32,
ce qui donne le résultat puisque :

Vac RY, Vb e RY, (a®> <b?) & (a<D).
— De méme, I'inégalité triangulaire est équivalente a
|2+ 27 < (2] + [2'])*.

Or
(2l +12D% = |z + 217 = |2 4 2lz]|2'| + |'])?
—(|2|? + 2Re(z2’) + |2']?)
= 2(|2]|2'| — Re(z2"))
= 2(]2Z'| — Re(22")).

11 > >
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La derniere quantité est positive ou nulle d’apres les propriétés des complexes,
d’ou le résultat.
— La troisieme est obtenue en appliquant I'inégalité triangulaire successivement a

z=(z—-2)+7et=(-2)+=

Elle vous est laissée a titre d’exercice.
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VIIL.1.6 Argument d’'un nombre complexe

Exercices :
Exercice A.1.7

Les propriétés des fonctions trigonométriques cosinus et sinus, nous permettent
d’affirmer que, étant donnés deux nombres réels a et b vérifiant a® + b?> = 1, il existe
un angle 0 tel que

cosf = aet sinf = b. (VIII.1.3)

Nous savons aussi que :
((cosf = cos @) et (sinf =sing)) < (0 = ¢+ 2km, k € 7Z),

on dit alors que 0 est congru a ¢ modulo 27 et on le note 8 = ¢ [27].
Autrement dit, Pangle 6 défini par les équations (VIII.1.3) n’est défini qua 2k~ pres.
Soit maintenant z = x + iy, un nombre complexe non nul, alors on peut ’écrire

z .

— b zi)

2= |2
E{NE

Il existe un 6 (défini a 2k7 pres) tel que :
" 2 \2 2
cosf=— et sinf=-L puisque () + <y> = 1.
|| E ] £

Ceci nous conduit a la définition

13 > >
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Définition VIII.1.3. Pour tout nombre complexe z différent de 0 le nombre réel 0, défini

Argument

a 2km pres, tel que z = |z|(cos 0 + isin @) s’appelle 'argument de z et se note arg z. d’un nombre

Proposition VIII.1.4. Pour tous nombres complexes z et z' non nuls on a complexe

!/ / 1
arg(zz') = argz + arg 2’ [27] et arg <> = —argz [27].
z
Démonstration - Soient
z = |z|(cosf + isinf) et 2’ = |2'|(cos @ +isind’),
alors
22" = 22'|(cos @ cos @ — sinfsin ' + i(sinfcos @ + cosfsinf’))
= |22/| (cos(0 + &) +i(sin(6 + 6")) .

d’ou la premiere relation.

La deuxieme relation est donnée en exercice.

Remarque VIIIL.1.1. Il est parfois utile de choisir une détermination particuliere de

largument. Certains auteurs choisissent I'unique 6 appartenant a l'intervalle [0, 27|,

d’autres celui de l'intervalle | — 7, +x]. Nous ferons le premier choix et noterons donc

Arg z (€ [0, 27]) cette détermination de I'argument. Concepts
Exemples
Exercices

Documents
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VIII1.1.7 Représentation graphique des nombres complexes

Exercices :
Exercice A.1.8

Nous avons identifié un nombre complexe z = z + iy & un élément (z,) de IR?, nous
pouvons donc représenter ce nombre complexe par un vecteur OM de composantes x
et y dans un repére orthonormé (O, u,v). Le nombre 2 s’appelle I'affixe du point M.
Puisque, dans le paragraphe précédent nous avons écrit z sous la forme trigonométrique
z = |z|(cosf + isin @), les composantes du vecteur OM sont donc |z| cos O et |z|sinf, ce
qui veut dire que |z| représente la longueur du vecteur OM et Pargument 6 de z est une
mesure de I'angle que fait OM avec le vecteur unitaire . Il résulte des opérations que
'on a construites sur R? et que I'on a étendues & C que si z est associé a OM , 81z est

= g AN o
associé a OM' alors z + 2’ est associé a OM + OM’.
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Exemples
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N ™
%
v
—
0 u =

FiG. VIII.1.1 — Représentation graphique d'un nombre complexe
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VII1.1.8 La formule de De Moivre

Exercices :
Exercice A.1.9

Proposition VIII.1.5. Pour tout nombre réel 6 et tout entier n € IN, on a
(cos@ +isinf)" = cosnb + isinnd.

Démonstration - Cette relation se démontre par récurrence.
— La formule est évidemment vraie pour n =0 et n = 1.
— Supposons la vraie pour n — 1, c’est-a-dire :

(cosf 4 isin@)" 1 = cos(n — 1)8 + isin(n — 1)6,
et démontrons la pour n. Il vient :

(cosf 4 isin@)® = (cos@ + isinf)"(cosh + isin@)
= (cos(n —1)0 4+ isin(n — 1)0)(cosf + isin )
= (cos(n — 1)fcos @ — sin(n — 1)0sin )
+i(cos(n — 1)fsin @ + sin(n — 1)0 cos 6)

= cosnf + isinnb.

17

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section a suivant »

VIII.1.9 Le théoréme de d’Alembert - Gauss

Exercices :
Exercice A.1.10

Le théoreme suivant, de d’Alembert - Gauss, montre que C permet de résoudre
certaines équations algébriques :

Théoreme VIII.1.1. Toute équation algébrique dans C, c’est-a-dire toute équation de
la forme
nz" + an_12"" 1+ ... +ayg =0, (VIII.1.4)

ot les coefficients a;, 0 < i < n sont des nombres complexes, n > 1 et a,, # 0, admet au
moins une racine z dans C.

Corollaire VIIIL.1.1. Léquation (VIII.1.4) admet exactement n racines dans C (en comp-
tant chaque racine multiple autant de fois que sa multiplicité).

La démonstration du théoréme sort du cadre de ce cours, par contre on verra (au
chapitre sur les polynémes) que le corollaire est tout a fait accessible (si I'on admet le
théoréme, bien entendu).

Par exemple, I’équation 22 + 1 = 0 (z = (x,y) et 1 = (1,0)) admet pour racines les
nombres complexes z; =i et 2o = —i.

Les paragraphes suivants permettent d’obtenir les racines dans certains cas parti-
culiers.

18
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VIII.1.10 Racines niémes de 'unité

Exercices :

Exercice A.1.11
Exercice A.1.12
Exercice A.1.13

Etant donné un nombre complexe o non nul, on va chercher tous les nombres com-
plexes z possibles vérifiant 2" = «. Ces nombres complexes seront appelés les racines
niemes de «. On démontre que tout nombre complexe non nul admet exactement n
racines niémes.

Proposition VIIL.1.6. Soit n € IN tel que n > 2 et o € C non nul. Alors

A 2k
("=a) & (\z| = {/|a|et Argz = e T ) .

+ 2 m0<k<n-—1
n

Démonstration
Pour la notation Arg z, voir la remarque VIII.1.1.

a/ (=) Si 2" = q, alors |2|" = |2"] = |a|, dou |z| = {/]a| et aussi Arg 2" = Arg a,
ce qui donne (proposition VIII.1.4) nArg z = Arg o [27]. Il existe donc k € 7 tel que
nArg z = Arg o + 2kn. Les inégalités

0<Argz<2met0<Arga<2n,

19 > >
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donnent aisément —1 < k < n, d’ou le résultat.
b/ (<) Supposons les relations de droite vérifiées, alors

cos(nArg z) = cos Arg a, sin(nArgz) = sin Arg«

et d’apres la formule de De Moivre, il vient

n

2" = |z|™(cos Arg z + isin Arg z)"
= |a|(cosnArg z + i sinnArg z)
= |a|(cos Arga + isin Arg ) = a.

Un cas particulier important est celui des racines niemes de l'unité. Elles sont solu-
tion de 2™ = 1 et correspondent & o = 1. On obtient donc |z| = 1 et Argz = 2 + %7”7 0<
k <n — 1, soit les racines suivantes :

zk:cos—ﬁ—i—isin%—ﬂ, k=0,1,...,n—1.
n n
Les racines de I'unité étant de module 1 sont représentées graphiquement sur le cercle
de rayon 1 et de centre O.

Remarque importante - La définition des racines d'un nombre complexe est une
extension stricte du cas réel. Si a € R est strictement positif, on appelle habituellement
racine carrée de a le nombre positif r tel que 7> = a. En fait, si I'on note par v/a ce
nombre r, le nombre ' = —./a a aussi son carré égal a a, donc est une racine de a au
sens de la définition ci-dessus. C’est par convention, que ’on dit que "dans IR, le nombre
positif \/a est la racine de ¢", méme si, "dans C il admet deux racines, les nombres /a
et (—y/a)", toutes deux réelles!

Si a € C (non réel), alors \/a n’a pas de sens puisque le nombre complexe a a deux
racines carrées et qu’il n’existe pas dans ce cas de convention pour privilégier I'une ou
Pautre.

<<« 20
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VIII1.1.11 Racines d’'une équation du second degré

Exercices :
Exercice A.1.14
Exercice A.1.15

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes, on suppose a # 0, on recherche les nombres
complexes z qui vérifient az?+bz+c = 0. Ceci va généraliser ce que I'on sait faire lorsque
les coefficients a, b, ¢ sont réels. On peut d’ailleurs faire un raisonnement semblable.

b\2 b2
2 _
az"+bz+c = alz+—)| +¢c——
( Za) 4a
3 b 2 v —dac
- “ 2a 4a?

On définit le nombre complexe A = b? — 4ac.
Si A =0, alors

b 2
a22+bz+c:a<z+>
2a

.. . —b . .
ce qui implique que T est racine double de I’équation.
a

. . . , ro 11
Si A #£ 0, si on note ry et r; les deux racines carrées (complexes) de A, alors %4’ %a
a a
) , b? — dac
sont les deux racines carrées de iz on a donc :
a
> >
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Racines d’une
b\2 A équation du
) = = second degré

az’4+bz4+c=0 < (z—i—
2a
< <<z+b>:m0u <z+b>:rl>
2a 2a 2a 2a
o <Z:—b+’”00uzz—b+7“1)
2a 2a

Montrer en exercice que dans le cas a,b, c réels, on retrouve les formules que vous

connaissez.
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VIII1.1.12 Introduction a ’exponentielle complexe

Exercices :
Exercice A.1.16
Exercice A.1.17

Il est commode de poser
i0

e = cosO +isinf

Cette notation dite "exponentielle complexe", a priori curieuse, est justifiée par le fait
qu’elle entraine les régles opératoires qui rappellent les fonctions de I’exponentielle
réelle. En effet, vous montrerez en exercice que

o . , 1 »
616’1 616’2 — 61(91+02), 610 — 17 — —¢ 29'
619

Remarquons que
e = (cosf + isinf) = cosf — isinf = cos(—0) + isin(—0) = e~ .

Cette notation permet d’écrire un nombre complexe donné par son module p et son
argument 6 sous la forme simplifiée

g = peie.
Ainsi la formule de De Moivre s’écrit
Zn — (peiG)n — pnein07 n e IN.

23 > >
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Les formules d’Euler expriment cos § et sin 6 a ’aide de I’exponentielle complexe :

eil 4 =i ot _ il
cos = ———, sinf = -
2 21

Attention! ¢'' = ¢% n’implique pas que 6; = 6, mais que 6, = 0 + 2k, k € Z.

<<« 24
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VIII1.1.13 Application au calcul trigonométrique

Exercices : Cours :
Exercice A.1.18 Exponentielle complexe - définition

Lutilisation directe de la formule de De Moivre permet d’exprimer cosnf et sinnf
en fonction des puissances de cosf et sin , lorsque I'on utilise la formule du binéme de
Newton. Par exemple, on a (cos @ +isin 0)? = cos 30 + i sin 30, et la formule du bindme de
Newton donne

(cos@ + isin#)® = cos® O + 3icos? Osinf — 3 cosfsin? @ — isin® 0,

d’ou
cos 30 = cos® @ — 3 cosOsin? 6
sin30 = 3cos?fsinf — sin® 0

Mais ce qui est le plus utile c’est de pouvoir exprimer les puissances de cosf et sinf
en expression linéaire de cos k6 et sin k6, par exemple pour pouvoir les intégrer (voir
chapitre sur les intégrales). On peut alors utiliser ’exponentielle complexe (voir le pa-
ragraphe référencé). Ainsi

1 . :
cos™ 9 = — (e + e ) sin™ 9 =

o (610 . e—i@)n‘

(20)"
On développe alors par le bindme de Newton et on regroupe les termes e**? et e =7,

25 > >
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Illustrons par un exemple. Choisissons n = 4 et appliquons la méthode précédente :

1 . .
costh = 2—4((619 + 67Z0)4

1 . . . .
_ E(ezéLG + 46129 46+ 467129 + 67140)

1 1 1 3
— —(2cos4 2 = ~cosdf+ = cos20 + o.
16( cos 46 + 8 cos 20 + 6) g Cos 9—1—2608 9+8

26
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VIII.2 Généralités sur les polynomes

VIII.2.1 Définition des polynémes a coefficients réels ou complexes

VIIIL.2.2 Somme, produit, conjugué de polynémes . . . ... ... ...
VIII.2.3 Division euclidienne . . . . . ... ... .............
VIII.2.4 Division suivant les puissances croissantes . . ... ... ..
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VII1.2.1 Définition des polynomes a coefficients réels ou complexes

Exercices : Documents :
Exercice A.1.19 Document C.1.1

Définition VIIL.2.1. On appelle polynéme ou fonction polynomiale ¢ coefficients
dans R (ou C) une fonction A définie sur R (ou C), qui est soit nulle, soit de la forme

Vr EIR (ouC), A(x)=ao+ar1x+ -+ am_12™ !+ apa™ (VIII.2.1)

avec a,, # 0. Les éléments (a;)o<i<m € R (ou C) sont appelés coefficients du polynéme
A. Lentier m s’appelle le degré de A et se note deg(A).
On appelle monome tout polynéme de la forme

azf, aeR (ouC), ke N. (VIIL.2.2)

Un polynéme est donc une somme de mondmes.
Lorsque I'on a besoin des coefficients de A pour des indices supérieurs a m on pose
par convention
Yi>m, a;=0.

Cette convention permet par exemple, de définir de maniére commode la somme de deux
polynomes. Le degré du polynéme nul n’est pas défini, puisque tous les coefficients de
ce polynéme sont nuls. Nous verrons que cela oblige dans beaucoup d’énoncés de théo-
remes, a distinguer les cas polynéme nul ou non nul. Pour éviter cela, on peut convenir
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que le polynéme nul est de degré —oc. Nous ne le ferons pas mais nous explicitons cette
convention dans le document référencé.

Il est clair qu'une fonction polynomiale est parfaitement définie des que 'on connait
ses coefficients. A un jeu de coefficients, (a;)o<i<m € R (ou C), correspond une et une
seule fonction polynomiale. La réciproque par contre n’est pas évidente d’ou la définition
suivante :

Définition VIIL.2.2. Deux polynémes A et B définis par
Alz) =ag+ a1z + - 4 @12 + @™
B(x) =bg+ bz + - +byp_12™ " + bpa”
sont égaux st a; = b; Vi € IN.

Nous montrerons plus loin, que cette définition de 1’égalité des polynémes est équi-
valente a A(x) = B(z) Vz € R, qui est en fait égalité entre deux fonctions (polyno-
miales).

Notation VIIL.2.1. On désigne par X le monéme défini par X (z) = x et par « le poly-
noéme constant A(z) = a ou « est un scalaire.

Le polynéme A défini par (VIII.2.1) peut donc s’écrire :
A=apn X"+ am1 X" 1+, + a1 X + ao. (VIIL.2.3)

Sous cette forme, on peut dire que A est un "polynéme a une indéterminée X" (sa valeur
en un point z est obtenue en donnant a X la valeur z).

Notation VIII.2.2. Si l'on note K le corps R (ou C), alors on notera K[X] 'ensemble
des polyndmes a coefficients dans K. On notera aussi K,,[ X | 'ensemble des polynémes
de degré inférieur ou égal a n auquel on rajoute le polynéme nul.
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VII1.2.2 Somme, produit, conjugué de polynéomes

Exercices :

Exercice A.1.20
Exercice A.1.21
Exercice A.1.22
Exercice A.1.23

Nous allons définir sur ’ensemble des polynémes deux opérations ’addition et la
multiplication. La définition sera simple. Elle se fera par restriction a 'ensemble des
fonctions polynomiales, de ’'addition et de la multiplication des fonctions de IR (ou de
() dans lui-méme. Rappelons ces deux définitions (K =IR ou C) :

vz eK, (f+9)(@) E f(=)+9(@@), (f9)(=)=E f(z)g(z).
Soient deux polynoémes A € K,,,[X] et B € K,,[X] définis par :

A = agtar X+ +am 1 X"+ a,X™, (VIIL.2.4)
B = by+b X+ 4bp 1 X" +b, X"

Définition VIIIL.2.3. La somme A+ B est le polynéme C dont les coefficients sont donnés
par ¢ = ai + by, pour k =0,..., max(m,n).

Cette définition entraine bien que (A + B)(z) = A(z) + B(z), quel que soit z. La
proposition suivante est fondamentale pour les applications. Vous verrez, dans le do-
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cument référencé, I'utilisation possible de la convention du degré "—oc" du polynome
nul.

Proposition VIIL.2.1. Soient A et B deux polynémes non nuls de K[X], tels que A+ B

est non nul alors
deg(A + B) < max(deg(A), deg(B)).

Démonstration - Supposons que m < n. Cela n’enleve rien a la généralité de la
démonstration puisque A et B jouent exactement le méme role. Il vient alors :

A+B=(ap+bo)+ (a1 +b1)X + -+ (@m + b)) X™ + bypr X"+ + b, X

Nous voyons qu’alors, deg(A + B) = n = max(deg(A), deg(B)).
Si maintenant m = n, il vient :

A+ B =(ao+bo) + (a1 + )X + - + (@n + bn) X"

Si, de plus, a, + b, = 0, alors deg(A + B) < n de sorte que la proposition est bien
démontrée.

Définition VIIL.2.4. Le produit d’un polynéme par le polynéme nul est nul. Si A et
B sont non nuls, le produit AB est le polynéome C de coefficients cy, définis par : ¢, =

k
Y ieo @ibr—i.

Proposition VIIL.2.2. Soient A et B deux polynémes non nuls. Alors, le polynéme pro-
duit AB vérifie :
deg(AB) = deg(A) + deg(B).
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Démonstration - Effectuons le produit des deux polynémes A et B. Il vient :
AB = ambpn X™" 4 (am—1bp + @mbp—1)X™ T+ -+ (agbt + a1bo) X + agbo.

On obtient bien ainsi un polynéme de degré m + n. En effet, le coefficient de plus haut
degré, soit a,,b,, est non nul puisque a,, et b, sont tous deux différents de 0.

Définition VIIL.2.5. Soit A € C[X], on appelle polynéme conjugué de A et on note A
le polynéme obtenu en conjuguant les coefficients de A.
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VII1.2.3 Division euclidienne

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.24 Exemple B.1.1
Exercice A.1.25

Exercice A.1.26

Définition VIIL.2.6. On dit que B € K, [X] divise A € K,,[X] (ou que A est divi-
sible par B ou que B est un diviseur de A) s’il existe () € K,,[X] tel que A = BQ.

Regarder en exemple la division de 2X?3 — X2 — X + 2 par X2 — 1 qui vous permettra
de comprendre la justification théorique de la division de deux polynémes suivant les
puissances décroissantes.

Théoréme VIIL.2.1. Soient A, B € K[X], B non nul, alors il existe un unique couple de
polynémes (Q, R) tel que

degR < degB,

A=BQ+ R avec {

Démonstration - Notons
A=agy+au X +...+apX™, B=by+0X+...+b,X"

1. Existence - La démonstration de I'existence d’au moins une décomposition de ce type
est constructive. Le procédé de construction qui va étre décrit est ’algorithme d’Eu-
clide (Comparer avec ’exemple référencé).
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— Etape 0. Si A = 0, 'identité A = 0 x B + 0 convient. Si deg(A4) < deg(B), I'identité
A =0x B+ A, convient, le reste A étant alors effectivement de degré strictement
inférieur a celui du diviseur B. Nous pourrons donc supposer dorénavant que
deg(A) > deg(B).

— Etape 1 - Elle consiste a trouver un monéme Q; tel que deg(4 — BQ1)<degA. Pour
ce faire, on prend

Division
euclidienne

Q= "X™" Ry =A- BQi.
br,
Alors, si Ry = 0 ou sideg(R;) < deg(B), on pose @ = Q1 et R = R; et c’est terminé.
Sinon
— Etape 2 - on recommence 'étape 1 en remplacant A par R;. On obtient ainsi les
polynoémes Q- et Rs tels que deg(R; — BQs)<degR; et Ry = R1 — BQs soit

Ry =A—BQ1 —BQz=A—-B(Q1+ Q).

Si Ry = 0 ou deg(R2) < deg(B), on pose @ = Q1 + Q2 et R = R» et lalgorithme
est terminé, sinon on recommence I'étape 2 en remplacant R; par R;. Comme on
obtient un polynome Rj dont le degré décroit strictement, ’algorithme se termine
en un nombre fini p d’étapes qui donnent R = R, et Q = Q1 + ... + Q).

2. Unicité - Supposons que I'on ait deux décompositions

A=BQ+ R avec degR < degB, A=BQ+ R avec degR < degB Concepts

alors par différence on obtient
Exemples

A A Exercices

0:B(Q—Q)+R—R soit R—R:B(Q—Q). Documents
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Si R = R alors pu{sque B est non nul, on a Q = Q (voir exercice A.1.21) et le résultat
est établi. Si R # R alors on a simultanément

deg(R — R) < max(degR, degR) < degB

et
deg(R — R) = degB + deg(Q — Q) > degB

ce qui est impossible.
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VII1.2.4 Division suivant les puissances croissantes

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.27 Exemple B.1.2

Regarder ’exemple qui va montrer la fagcon pratique de mener les calculs.

Théoreme VIIL.2.2. Soient A et B deux polynémes tels que A # 0 et tels que le terme
constant de B ne soit pas nul. Alors quel que soit l’entier k > 0, il existe un couple unique
(Q, R) tel que

ou bien () =0,

ou bien degQ < k (VIIL.2.6)

A= BQ+ X*1R, avec {

Démonstration - Elle repose sur la méme démarche que la division euclidienne. La
principale différence consiste a ranger les termes des polynomes par ordre croissant de
leurs degrés. Lalgorithme se termine lorsque le reste R; peut s’écrire R;(z) = 2" R().

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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VIII1.3 Factorisation des polynomes

VIII.3.1 Polynoémes irréductibles . . . . . . ... ... ... ....... 38
VIII.3.2 Factorisation des polynémesde C[X]| . ... .......... 39
VIIIL.3.3 Factorisation des polynémesde R[X] . . . ... ... ... .. 42
VIII1.3.4 Lien entre multiciplité des racines et dérivées . . . . . . . . . 44

L'ensemble des polyndomes muni de I'addition, de la multiplication et de la division
euclidienne, possede les propriétés de structure de 7ZZ, muni de ses addition, multiplica-
tion et division euclidienne. Plus précisément, on peut construire sur K[X] une arith-

métique tres proche de 'arithmétique usuelle des entiers. Les théoremes fondamentaux Concepts
s’énoncent exactement de la méme maniere.
La construction de cette arithmétique reléve d'un cours d’algebre. Nous nous conten- Exemples
terons d’énoncer quelques définitions et de démontrer les théoréemes avec toujours en DExerCiCGST
ocuments

vue notre objectif : apprendre a calculer des primitives de fractions rationnelles.
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VIIL.3.1 Polynomes irréductibles

Exercices :
Exercice A.1.28

Définition VIIL.3.1. On dit qu’un polynéme P € K[X] est irréductible ou premier s’il
admet comme seuls diviseurs les polynémes constants ou proportionnels a P, c’est-a-dire
aet BP (o, € K).

Les polynoémes irréductibles jouent le méme role que les nombres premiers en arith-
métique d’ou la dénomination de polynéme premier. L'irréductibilité dépend de K. Par
exemple, dans R[X]

— le polynéme X2 — 1 n’est pas irréductible car X? — 1 = (X — 1)(X + 1),

— le polynéme X2 + 1 est irréductible.

Dans C[X] le polynéme X2 + 1 = (X +i)(X — i)1 n’est pas irréductible.

Définition VIIL.3.2. Deux polyndémes sont dits premiers entre eux s’ils admettent
comme seuls diviseurs communs les polynémes constants.

Par exemple, les polynomes A = X +a et B = X + b sont premiers entre eux si a # b. e
Les polynémes A = X +a et B = X? + 1 sont premiers entre eux quel que soit le réel a.
Exemples
Exercices
Documents
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VIIL.3.2 Factorisation des polynomes de C[X]|

Exercices :
Exercice A.1.29
Exercice A.1.30

Proposition VIIL.3.1. A € K[X] est divisible par (X —r) si et seulement si r est un zéro
du polynéme A c’est-a-dire A(r) = 0.

Démonstration - D’apres le théoreme VIII.2.1, on a :

deg(R) < deg(X —r) =1

ou R =0 (VIIIL.3.1)

A=(X-rQ+R avec{

et donc R est un polynéme constant R = p tel que A(r) = R(r) = p. On obtient ainsi que
{A(r) =0} <—= {R=0}
ce qui est bien le résultat annoncé.

Le résultat fondamental suivant (non démontré) permettra de démontrer le théo-
réme, qui suit, sur la factorisation dans C.

Théoreme VIIL.3.1 (Théoréme de d’Alembert). Tout polynéme de C[X]|, de degré
supérieur ou égal & un, a un zéro, au moins, dans C.
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Théoreme VIIL.3.2. Tout polynéme A € C[X]| avec degA = n > 1 peut se mettre sous la
forme
A=a(X —21)(X —22) ... (X — zp) (VIII.3.2)

ou «,z,...,z, €C.

Démonstration - Sin = 1, alors A = aX + [ avec a # 0 puisque degA > 1 et donc

()

La proposition est vraie pour n = 1, on va faire une démonstration par récurrence,
supposons donc le résultat vrai pour les polynomes de degré inférieur ou égal a n — 1.

Soit maintenant un polynéme A de degré n alors, d’apres le théoréme de d’Alembert,
A a au moins un zéro z; € C et donc (X — z;) divise A d’apres la proposition VIII.3.1,
soit A = (X — 21)A; avec degA; = n — 1. On applique 'hypothése de récurrence a A; :
A = a(X — 29)(X — 23)...(X — z,) et on obtient A = a(X — 21)(X — 22) ... (X — z,)

La constante « est évidemment le coefficient du terme de degré n de A. Les nombres
zj ne sont pas tous distincts, on peut donc les regrouper pour obtenir :

A=a(X —2)" (X — 20)™ ... (X — 2,)™ (VIIL3.3)

expression dans laquelle les z; sont tous distincts et ny + ... + n, = n. On dit que les z;
sont des zéros d’ordre n;, c’est-a-dire des zéros tels que (X — z;)™ divise A mais pas
(X — Zi)niJrl.

<<« 40 > >

Factorisation
des
polynomes de
ClX]

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent

Proposition VIIL.3.2.

— Les seuls polynémes premiers de C[X| sont les polynémes constants et les polynomes

de degré 1.

— Un polynéme de degré n sur C admet exactement n zéros (a condition de compter

section a

chacun d’eux autant de fois que sa multiplicité).

— Deux polynémes A et B sont égaux si et seulement si A(x) = B(z) Vx € C

Démonstration - Le seul résultat a démontrer est le dernier.

A=B= A(x) = B(z) Vz € C.
Réciproquement

A#B = A-B#0=deg(A—B)=p

= A — B admet exactement p racines dans C = Jx € C, (A — B)(x) #0

Remarquons que cette derniére propriété montre bien I'équivalence sur IR ou C, de
la notion de polynéme, concu comme suite de coefficients et de la notion de fonction

polynomiale.

<<«
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VIIL.3.3 Factorisation des polynomes de R[X]

Exercices : Cours :
Exercice A.1.31 Factorisation dans le corps des
Exercice A.1.32 complexes

Puisque R C C, un polyndome de R[X] peut toujours étre considéré comme un poly-
nome de C[X] et donc tous les résultats du paragraphe référencé sont applicables. Le
but de ce paragraphe est de factoriser en restant dans IR[X].

Proposition VIIL.3.3. Soit A € R[X], si A admet un zéro p non réel, de multiplicité m,
il admet aussi p comme zéro de méme multiplicité et est divisible par S = X2 — X +~
ot B =2Repet v = |p|?

Démonstration - Si A admet un zéro p non réel, de multiplicité m, alors
A= (X—-p)"QouQ(p) #0.

Prenons les conjugués des deux membres (le conjugué A de A s’obtient, par définition,en
conjuguant les coefficients de A qui sont réels donc A = A)

A=A=(X - p)"Q avec Q(5) = Q(p) 0.
Ainsi p est aussi un zéro d’ordre m de A et d’apres (VIIL.3.3)
S=(X - p)™(X —p)" = (X2 = BX + 7)™
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est un diviseur de A. Notons que S étant a coefficients réels le quotient de A par S est
aussi a coefficients réels.

Théoreme VIIL.3.3. Soit A € R[X], alors A peut se factoriser sous la forme
A=a(X —r)™ . (X —rp)™ (X% =B X + 7)™ ... (X2 =B, X +7,)™  (VIIL3.4)

ou les r; sont les racines réelles distinctes et ou si l'on note (rl,,1'}) les couples distincts
de racines conjuguées complexes non réelles, X* — 3, X + v, = (X —7})(X —1'%). On a
donc By = 2Rer) et v = |r},|*

Démonstration - Dans le paragraphe référencé, on a obtenu la factorisation dans
C[X] suivante
A=0a(X —2)"(X —22)"2 ... (X — zp)".

Dans I’équation VIII.3.4, les r; sont donc des zéros réels de A de multiplicité m; et les
> ') des zéros complexes non réels de multiplicité n;, par suite
mr+...+mp+2(n1 +...+n4) =n.

Proposition VIIL.3.4. Les seuls polynémes irréductibles de R|X]| sont les polynémes
constants, les polynémes du premier degré et les polynémes de degré 2 n’ayant pas de
racines réelles : aX? — 3X + v tels que 3*> — 4ay < 0.

La démonstration découle de maniere évidente du résultat précédent. Mais, atten-
tion, un polynéme a coefficients réels peut avoir une décomposition dans IR sans avoir
de zéros réels.

X*4+4=(X%-2X+2)(X*>+2X +2).
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VIIL.3.4 Lien entre multiciplité des racines et dérivées

Exercices : Cours :
Exercice A.1.33 Factorisation dans le corps des réels

Théoreme VIIL.3.4. Soient A € R[X] et m < deg(A). Alors, r € R est un zéro de
maultiplicité m de A si et seulement si

Ar)=A(r)=A"(r)=...= A V() =0 et A™(r) £0. (VIIL3.5)
otr A% désigne la dérivée d’ordre k de la fonction polynéme x — A(x).

Démonstration -

— Condition nécessaire. Par définition € IR est un zéro de A de multiplicité m est
équivalent a A = (X — r)"Q, avec Q(r) # 0.
On va démontrer par récurrence que cette propriété implique (VIII.3.5)
Sim =1, A(r) = (r—r)Q(r) = 0, A(x)=(z—)Q(2)+Qx), A(r)=Q(r)#0
Supposons que

Az) = (z —r)"Q(2) rN=A(r)=.. .= AmD) = (m) (.
{Q(T)#O = Ar)=A'(r)=...= A™ V() =0et A™(r) #£0

On va montrer la propriété a 'ordre m + 1 :

{szm—wwwu>é{

(r) =0
Q(r) #0 '

A
A(z) = (z —r)"Q1(x)
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On a Qi(z) = (m +1)Q(z) + (z — r)Q'(x) donc Q1(r) = (m + 1)Q(r) # 0, on peut Lien entre
donc appliquer 'hypothése de récurrence au polynéme A’, on obtient multiciplité
Ar)=... = (A)" D) = 0,(4)M(r) £ 0 & A(r) = .. = AW (r) = 0, ATD)(r) 0, GeS TACIHES et
ce qui termine la démonstration.
Condition suffisante. Utilisons la formule de Taylor pour les polynémes (vue au
chapitre 6). Alors si n est le degré de A on a
—_ )2 _a\n
A@) = 40 + @ - )+ Ty 4o B2 40,
Puisque A(r) = A'(r) = A"(r) = ... = A" D(r) =0,0on a
(z—1)"  (m) (z—=7)" )
Alz) = ——A" @)+ + A (r) (VIIL.3.6)
m! n!
R (1'A(m) (r) 4+ %/M (7’)) (VIIL3.7)
m. n.
On adonc A = (X —r)"Q, avec Q(r) = %A(m) (r) # 0, r est donc zéro de multipli-
cité m de A.
Concepts
Exemples
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VII1.4 Fractions rationnelles

VIII.4.1 Définition des fractions rationnelles . . . . ... ... ... .. 47
VII1.4.2 Partie entiére d’une fraction rationnelle . ... ... ... .. 49
VIII.4.3 Décomposition en éléments simples dans C(X) . .. ... .. 51
VIII.4.4 Décomposition en éléments simples dans R(X) . .. ... .. 54
VIII.4.5 Calcul pratique de la décomposition en éléments simples dans
R(X) . o e 56
VII1.4.6 Calcul pratique de la décomposition en éléments simples dans
C(X) . e e e e e e e e e e e 60
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VII1.4.1 Définition des fractions rationnelles

Exercices :
Exercice A.1.34

Les entiers naturels (sauf 0) n’ont pas d’opposé pour la loi d’addition. C’est ce qui a
conduit a la construction de 7Z, ensemble des entiers relatifs. Cet ensemble contient les
entiers naturels n et leurs opposés —n.

De méme les entiers relatifs (sauf 1) n’ont pas d’inverses pour la loi de multiplica-
tion. C’est pour cela qu’ont été construits les nombres rationnels (Q). Tout entier m de
Z a un inverse dans Q, 1/m.

Pour les polynémes, chaque polynéme P a un opposé —P, mais aucun d’eux, mis a
part le polynéome 1, n’a d’inverse pour la multiplication des polynémes. Les fractions
rationnelles sont construites afin que chaque polynéme P ait un inverse 1/P.

Notre objectif est de décomposer toute fraction rationnelle en une somme d’ élé-
ments simples dont on sait calculer les primitives, ce qui va utiliser la factorisation des
polyndomes. Mais avant nous allons définir les fractions rationnelles.

Définition VIIL.4.1. Soit P et Q deux fonctions polynomiales, on appelle fraction
ou fonction rationnelle, la fonction notée F dont le domaine de définition est {z €

K|Q(z) # 0} qui est définie par F(z) = ggg

On suppose que ) est non nul car, pour @Q = 0, le domaine de définition de F est
vide, ce qui n’a aucun intérét.
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Soient P et () deux polynémes de K[X] §’ils ont un diviseur commun D € K[X], Définition des

. . . P . . .
cest-a-dire P = DP; et Q = D@, alors la fraction rationnelle — est identifiable a la fractions
Q rationnelles

. . P, . . . . .
fraction rationnelle —. Désormais on ne considérera que des fractions irréductibles.
1

Notation VIII.4.1. On notera K(X) 'ensemble des fractions rationnelles dont le numé-
rateur et le dénominateur sont des polynéomes de K[X|. On définit ainsi les ensembles
R(X) et C(X) puisque l'on rappelle que K est soit le corps des nombres réels, soit le
corps des nombres complexes.
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VII1.4.2 Partie entiére d’une fraction rationnelle

Exercices :
Exercice A.1.35
Exercice A.1.36

P
Proposition VIIL.4.1. Soit F = 0 € K(X) alors la décomposition

F=F+ 1;0 avec ou bien Py = 0 ou bien degPy < deg® (VIIL.4.1)

est unique. On appelle FE la partie entiére de F et on note E = E(F).

Démonstration -

Existence - Si degP < deg@ alors (VIII.4.1) est immédiate avec £ = 0, Py = P. Sinon
on peut effectuer la division euclidienne de P par @ qui donne P = EQ + Py, d’ou le
résultat.

Unicité - Supposons que 'on a deux décompositions :

Si P, # Py, alors
0o — Fo

avec deg(Py — Py) < degQ
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ce qui est une contradiction puisque @) ne peut pas diviser (Po — Py) pour des raisons de
degré.

Proposition VIIL.4.2. Soient deux fractions rationnelles F et F alors
E(F+F)=E(F)+E(F).

La démonstration de cette proposition est faite en exercice.

<< 50

Partie entiere
d’une fraction
rationnelle

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section a

suivant »

VII1.4.3 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Exercices : Cours :
Exercice A.1.37 Division - puissances croissantes

Définition VIIL.4.2. On dit que z est un péle d’ordre p de la fraction irréductible

P .
F = 0 st z est un zéro d’ordre p de Q.

P
Proposition VIIL.4.3. Si z est pole d’ordre p de ' = 0 € C(X), on peut décomposer F

de maniére unique sous la forme

P (&3] Qyp P1

— = e —— 4+ — VIII.4.2
0 x5 T +(X—z)P+Q1 ( )
. . : P, .
ou la fraction rationnelle 0 n’admet plus z comme pdle.
1
Démonstration -
1. Existence. Nous pouvons écrire le dénominateur de F' sous la forme Concepts
Q(z) = (z — 2)PQ1(z) ou@1(z) # 0.
Exemples
Posons Exercices
~ = Documents

y=1x—2,P(y) = P(y+z) = P(z),Q(y) = Q(y+2) = Q(z),Q1(y) = Q1(y+z) = Q1(z),

51

> >



<<«

<« précédent section a suivant »

nous obtenons ~ ~
2w = Ply+z) Pl _ Pl)
Q Qly+z) Q) yQi(y)
o1 Q1(0) = Q1(2) # 0. Nous pouvons donc faire la division de P par Q; suivant les
puissances croissantes, ce qui donne

P(y) = (ap + apry + -+ a1y’ H)Q1(y) + y* Pi(y)

d’ou
Pz) _ Ply) _ap  op a1 | Py
Qlz)  yQily) WP - yp1 e Y - Q1(y)
_ Op Qp—1 o1 Pl(:c)
T o @oar T @—2)  Gila)

oi1 I'on a noté P, (z) = Py(x — 2).
Unicité. Supposons qu’il existe deux décompositions de la forme (VII1.4.2) :
P(x) aq oy P (x)
+...+ + ,
Q) =z-2z (-2 Qui(z)
Plo) _ &1 | | & 1:31(9[;)'
Q) =-=z (z=2)P " Qi()

La factorisation Q(z) = (z — 2)?Q,(z) étant unique on a Q; = Q;. En écrivant
I’égalité des seconds membres des deux décompositions, puis en multipliant par
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(x — z)? et en faisant + = z on obtient a;, = &,. On continue alors de la méme
maniére en multipliant par (r — z)?~! et en faisant z = z etc... ce qui donne
Pégalité ap = & Vk = p — 1,...,1. Il ne reste plus que deux fractions ayant le

A

méme dénominateur soit P, = P;.

Cette proposition permet de démontrer aisément le théoréeme fondamental suivant.

P
Théoreme VIIL.4.1. Soit F' = 0 € C(X) irréductible, alors si Q admet la factorisation

Q=a(X —2)" (X — 2)™ ... (X — 2"

alors F admet la décomposition unique en éléments simples suivante

P ail a12 A1n
Q +X—21 + (X —21)2 + + (X = Zl)nl
+ az1 a22 A2no
X — 29 (X = Z2)2 o (X = 2’2)”2 (VIII.4.3)
+...
apl Ap2 Apn,
+ + 5 I ooo T L

X—z (X-z) (X = zp)m

ou les a;;j sont des nombres complexes.

La démonstration du théoréme VIII.4.3 fournit déja une méthode systématique pour
calculer les coefficients a;;. Mais la détermination pratique de ces coefficients est réali-
sée grace a l'utilisation des propriétés de la fonction rationnelle associée (comportement
a l'infini, valeur en des points particuliers, conjugaison de nombres complexes, ...), ce
que nous verrons dans le paragraphe "Calcul pratique de la décomposition en éléments
simples).
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VII1.4.4 Décomposition en éléments simples dans R(X)

Cours :

Fractions rationnelles -
écomposition dans les complexes

Puisqu’une fraction rationnelle a coefficients réels peut étre considérée comme une
fraction rationnelle a coefficients complexes, on peut obtenir la décomposition (VIII.4.3)
du paragraphe référencé. D’autre part, si z est un poéle réel de la fraction, les coeffi-
cients des éléments simples correspondants sont aussi réels (car obtenus comme coef-
ficients du quotient d’'une division suivant les puissances croissantes de polynomes a
coefficients réels). Par contre, si z est un péle complexe, z est aussi un pole de méme
ordre (proposition VIII.3.3), par suite dans la décomposition (VIII.4.3) on a autant de
termes correspondants a z que ceux correspondants a z. Largumentation de la pro-
position VIII.3.3 montre d’autre part que leurs coefficients sont conjugués les uns des
autres. La démonstration (admise) nécessite en fait le recours aux théorémes de I'arith-
métique des polyndomes.

Théoreme VIIL.4.2. Soit F' = g € R(X) irréductible, alors si () admet la factorisation

Q=a(X —r)™ .. (X —rp)™ (X2 =B X +71)™ ... (X2 = B X + 7)™

ot les polynomes X? — 3, X + i, n'ont pas de racines réelles alors F admet la décompo-
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sition unique en éléments simples suivante
P ai a2 A1m,
— = F et =
Q X T T oy
_l’_ 0o
apl ap2 Apmy
oy X—Tp+(X—Tp)2+'”+7(X—Tp)mp
X +v X +v
i ,;Ln 11 2,u12 12 St
X2 - X+ (X2-0X+m)
X +v, X +v,
+ Hq1 ql + Hq2 q2 - 4o+

ou les a;j, jix et vy sont des nombres réels.

<<«
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VII1.4.5 Calcul pratique de la décomposition en éléments simples dans
R(X)

Exercices :
Exercice A.1.38
Exercice A.1.39

Nous allons présenter ici plusieurs exemples de calcul des coefficients du dévelop-
pement.

- Poles réels simples

Soit a calculer la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle 1/(X2—
1). Cette fraction admet deux poles simples 1 et —1. Elle admet donc une décomposition

de la forme : ) 0 =
o :x_1+$+1 (VII1.4.5)

Une méthode simple permet d’avoir rapidement A et B. Elle consiste a multiplier les
deux membres de I'identité ci-dessus par x — 1, ce qui donne :

:A—&—Bx_l

I11.4.
z+1 r+1 v 6)

puis a ‘faire’ x = 1, ce qui aboutit a A = 1/2. De méme en multipliant maintenant
Iidentité (VII1.4.5) par x + 1, on obtient :
1 1
— A" 4B (VIIL4.7)

r—1 r—1
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Faisons alors x = —1, nous obtenons aussitét B = —1/2, d’ou :
1 1 1 1
= - — I11.4.
z2 -1 2{1:—1 :):—1—1} A &)

- Poles réels
Soit a calculer la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
1
X2(X2-1)
Cette fraction admet deux poles simples 1 et —1 et un pole double 0. Elle admet donc
une décomposition de la forme :
1 A B C D

P -1 @1 @il o (VII1.4.10)

(VIIL.4.9)

Nous déterminons A et B exactement comme précédemment. Il vient successivement :

1 B C D
= D =—+=Z+=). 4.
z2(z + 1) S <:1:+1 * 73 1‘2) (VIIL4.11)
ce qui donne pour x = 1, A = 1/2, puis :
1 A C D
ce qui donne pour z = —1, B = —1/2. Nous obtenons D, par la méme méthode, en
multipliant cette fois-ci par z2. Il vient alors :
1 , [ A B
R D I11.4.1
@-1 <x—1+x+1)+cw+ WAL
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d’ou en faisant x = 0, la valeur de D, soit D = —1.

Pour calculer maintenant C, il faut procéder différemment. Nous pouvons donner a
x une valeur quelconque, puis la reporter dans (VIII.4.10). En substituant en outre a
A, B et D, leurs valeurs, nous obtenons une équation ou la seule inconnue est C. Il est
évidemment recommandé de choisir la valeur de = de maniére a rendre les calculs aussi
simples que possible. Les valeurs privilégiées sont en général z = 0, x = 1 et z = —1.
Ici toutes les trois sont des poles et ont donc déja été utilisées. Plutot que de prendre
une valeur de z, telle que x = 2 par exemple, on a intérét a faire tendre = vers +ooc.

Précisons. Nous multiplions les deux membres de (VIII.4.10) par z. Il vient :

1 T T 1
E——| B D—
z(z? —1) 1 31:—}—1—1_0+ i

puis faisons tendre x vers +oc. Il vient :
0=A+B+C,

ce qui donne C' = 0, d’ou la décomposition cherchée :

1 1 1 1
r2(z2-1) 2\z—-1 z+1 aZ

Facteur irréductible du second degré
Soit a calculer la décomposition en éléments simples de

1
X(XZ+1)
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Cette fraction admet un poéle réel simple 0 et deux p6les complexes simples i et —i. Elle
admet donc, sur IR, une décomposition de la forme :

1 A Bx+C
—_— ==t ——. VII1.4.18
z(x? +1) x+x2+l ( )
Nous déterminons A exactement comme précédemment. Nous multiplions (VIII.4.18)
par x. Il vient :
I N Bz? + Cz
z2+1 2 +1
de sorte qu’en faisant = = 0, nous obtenons A = 1.
Pour déterminer B et C, nous faisons x = 1 puis z = —1 dans l'identité (VIII.4.18).
Il vient ainsi
1 B+C

pour z =1, 2:A+T’ pour z = —1, —

1 -B+C
Ay 2
2 * 2 7

d’ou découle aussitot B = —1 et C = 0.
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VII1.4.6 Calcul pratique de la décomposition en éléments simples dans
C(X)

Exercices :
Exercice A.1.40
Exercice A.1.41

X441
(X2+1)(X —1)%
Cette fraction rationnelle admet 4 péles complexes i, —i sont 2 pdles simples, 1 est pole
double

1. Ici, le degré du numérateur n’est pas strictement inférieur au degré du dénomina-
teur. Aussi, la division euclidienne donne

F:

X3-X2+X
(X2+1)(X - 1)

F=1+2F,ouF; =

La décomposition (VIII.4.3) donne alors

d
aﬁ+c+

=
Xy X T x—1 T o

o, B,c,d e C. (VIIL4.19)
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. Comme précédemment on va calculer le coefficient du terme de plus haut degré

associé a un pole quelconque, par exemple, le coefficient d. Elle consiste a multi-
plier les deux membres de (VIIL.4.19) par (x — 1)?, puis & donner a x la valeur 1.
Nous obtenons ainsi
R
(1241)

tous les autres termes du membre de droite étant nuls.

oo o L
=d, doud—2

De méme en multipliant les deux membres de (VIII.4.19) par (x—i), puis en faisant
z = i, nous obtenons
i3 —i2+i 1

B ———— d, U = —.

GrG-1)p D doub=g
Comme Fj est réelle et comme les coefficients ¢ et d sont réels, en prenant les
conjugués des deux membres de (VIIIL.4.19), nous obtenons (par unicité de la dé-
composition) o = 3 = 1.
Si 'on se sent mal a I'aise avec le raisonnement précédent, on peut alternative-
ment, multiplier les deux membres de (VIII.4.19) par (x+:), puis en faisant x = —i,
retrouver o = 1/4.

Il reste a calculer c. Faisant z = 0 dans les deux membres de (VII1.4.19), il vient
e=a = %

. Une autre facon consisterait a multiplier les deux membres de I'identité (VIII.4.19)

par (z — 1) puis a faire tendre = vers l'infini ce qui donnerait 1 = a + 5 + ¢, soit a
nouveau ¢ = 1.
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Finalement la décomposition en éléments simples de F' dans C est

1 1 1 1
F=1+2F=1
A=A (2(X+i) Tox—ptxoa T (X—1)2>
Pour obtenir la décomposition en éléments simples dans IR(X) de F), il suffit de regrou-
per les deux premiers termes du développement, ce qui donne

Felt(om st 4 1
B X2+1 X-1 (X-1%)°

Une méthode qui est toujours valable mais pas tres efficace, car elle conduit a la ré-
solution d’'un nombre d’équations correspondant au nombre de coefficients inconnus de
la décomposition, consiste a réduire au méme dénominateur le membre de droite de la
décomposition et a identifier les coefficients du numérateur.
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VIIIL.5 Calcul des primitives des fractions rationnelles

VIIL.5.1 Primitivede 1/(t —r)", n>1. ... ... ... ... ...... 64
VIIL5.2 Primitive de — 2 . 65
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ut +v
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VIIL.5.1 Primitive de 1/(t — )", n > 1

Exercices :
Exercice A.1.42
Exercice A.1.43

— n =1 - La réponse est immédiate :

ti —Inft—7r|+C (VIIL5.1)
— T

— n > 1 - La réponse s’obtient rapidement a nouveau, on arrive a :

dt 1
/ G - A—mE—r +C (VIIL.5.2)
Nous voyons ainsi que, lorsque toutes les racines du dénominateur (c’est-a-dire,
tous les péles de la fraction rationnelle considérée), sont réelles, on obtient sans
difficulté, une fois la décomposition en éléments simples calculée, les primitives
correspondantes. Par contre, la situation est plus délicate, en présence de racines
complexes.
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e eye t
VIIL.5.2 Primitive de _ptry
12— Bt+y
Exercices :
Exercice A.1.44
ut +v

On suppose que est un élément simple dans IR(X), c’est & dire que t* —

12— Bt +
Bt + v n’a pas de racine réelle, on a donc 4y — 5% > 0.

ut +v _(ﬁ) 2t — 3 o V+ﬁ7/v4 1
22— Bt+y \2/2-pt+y 2 )2 —Bt+y

pt+v . Bu
/Wdt = L5(0)+ <y + 2> K(t)

Le calcul de J est simple :

donc

J(t) =In(t? — Bt +4) + C
Notons que puisque le trinome t?> — 3t + v n’a pas de racines réelles, il garde toujours
le méme signe (+). Il n’est donc pas nécessaire de prendre sa valeur absolue avant le
logarithme.
Pour le calcul de K, il faut écrire le dénominateur sous la forme :

2 _(,_BY g _( 8 t—
D(t>_t_ﬁt+7_(t_2>+7_4—(’7_4> 1+F
4

2

[®

65 > >

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section a suivant »

_8 2
t . o e
si on effectue le changement de variable y = —2 avec a = |/ — %, alors Prlmmlyi_eyde
(0 L
5 t2 — Bt +
1 dt 1 d 1 1 b=
K(t)ZQ/:/%:ArctanijC:Arctan( 2>+C
« 1+y « « «

t_ﬁ 2 (0]
L e
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VIIL5.3 Primitive de — """ n~1
(t2 = Bt + )"
_ [ mrv _ op [ 2-0 ﬂ/ dt
I(t)_/(t2—ﬁt+v)” = 2/<t2—ﬂt+v>ndt+<”+”2> E=F+)"

= J(t)+ <1/+,u§> K(t)

J se calcule facilement. On arrive cette fois-ci a :

1
IO =sam@—pir 1 ¢

En ce qui concerne K, par contre, nous allons seulement pouvoir obtenir une relation
de récurrence. Posons donc :

_ dt B dt 1 dy
Hnt) = / (2 =Bt +)" / (t= )2 +a2)n ot / (L+y2)"

-8 32 .
ou l'on a posé a nouveau y = 2 aveca = (/v — o Posons maintenant :
(0%

dy / 1+y? / y?
M, = = dy— | —2——dy= M, 1 — Ly,
/ G+ ) a+e2r ™ ) G+ ™ !

Il reste a calculer L,,. Nous allons le faire par parties, en notant que 2y est la dérivée
de y?, puis en posant :

/ - 2y
U(y)—(

Tyg)na v(y) =Y,
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d’ou :

ce qui conduit a :

I Y 1 / dy
T2(l-n)+y?)nt 2(1-n) ) QL+t
de sorte que, en regroupant, nous obtenons :

Y 1

M, =M,_1 — M, _
LT At 20 —n)
soit finalement : -
M,= """ M, ,—
20—n)" "' 20 —n)(1 +y2)" !
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Exercice A.1.1 Ch2-Exercice27

Soient les deux lois définies sur IR? de la maniére suivante. Etant donnés deux
couples (z,y) et (z/,%) de IR?, on pose :

~ (@,y) + (@',y) = (@ +2', y + ) (addition),

— (z,9) x (2,9) D:ef(:c:c’ — vy, 2y’ + 2'y) (multiplication)
Montrer que ce sont des lois de composition interne dans R?, que I'addition est commu-
tative, associative, que son élément neutre est (0, 0) et que I'opposé de (x,y) est (—z, —y).
Montrer que la multiplication est commutative, associative, que son élément neutre est

1,0) et que l'inverse de 0,0) est — . Enfin, montrer que la

( ) ) qu 1nv (.’E7y) 7é ( ) ) <$2+y2, $2+y2) n qu

multiplication est distributive par rapport a 'addition.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.2 Ch2-Exercice28

1/ Soient z = x + iy et 2/ = 2/ + iy/, et soit la somme z + 2’ et le produit zz'. Ecrire
2+ 2’ et 22’ sous la forme canonique (régles d’addition et de multiplication " habituelles
" - ne pas oublier que i = —1).

2/ On suppose z = (z,y) = = + iy non nul (c’est-a-dire # (0, 0)), vérifier que son inverse,

3 / I /1 __ T Y
c-a-d le nombre complexe 2’ tel que 22’ = 2’2 =1, est (¢' =) = oy Bl s e

retour au cours
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Exercice A.1.3 Ch2-Exercice29

Montrer que les racines carrées d’'un nombre réel négatif a, c’est-a-dire les solutions
de 22 = a sont +iy/—a.
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Exercice A.1.4 Ch2-Exercice30

Calculer, en utilisant la formule du bindome de Newton, (z + 2')% et (z + 2/)%.

retour au cours
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Exercice A.1.5 Ch2-Exercice31

Soit 2z # %, z € C, montrer que

Solution

2z2+1 _ 4)z)2 -1 Z,4%mz
22 —1 [22—-12 "|2z2—12"

retour au cours
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Exercice A.1.6 Ch2-Exercice32

En appliquant l'inégalité triangulaire successivement a z = (z — 2/) + 2/ et 2/ =
(2 — 2z) + z, montrer que
2] = |2']] < |2 = 2|

retour au cours
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Concepts

Exemples
Exercices
Documents

77



<« précédent section a

Exercice A.1.7 Ch2-Exercice33

Montrer que Arg (1) = —Arg z [27].

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.8 Ch2-Exercice34

Dans un repére orthonormé (O, i, ¥), représenter un nombre complexe en précisant
son module et son argument. Plus précisément donner la représentation graphique de
1,i,1+iet1l—i.

retour au cours
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Exercice A.1.9 Ch2-Exercice35

Déduire de la formule de De Moivre que pour tout z € C non nul et tout n € IN, on a
Arg 2" = nArg z [27].

retour au cours
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Exercice A.1.10 Ch2-Exercice36

Déterminer les quatre racines de P’quation z* + 22 = 0

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.11 Ch2-Exercice37

Donner les racines cubiques de 'unité (on les note habituellement {1, j, j2}) et les
représenter graphiquement. Justifier 1a notation j? et montrer que j = j2, 1+j+j2 = 0.

retour au cours
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Exercice A.1.12 Ch2-Exercice38

Déterminer les racines carrées de i et j.

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.13 Ch2-Exercice39

Calculer les deux racines carrées de —5 + 12i.

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.14 Ch2-Exercice40

On suppose que a, b, c sont réels, a # 0, A = b? — dac # 0.

Rappeler I'expression des deux racines z, z; de 'équation az?+bz+c = 0, distinguer
lescas A >0et A <O.

On note 7y, r1 les deux racines carrées de A, montrer que l'on a
_ —b+rg - —b+r]
S P

retour au cours
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Exercice A.1.15 Ch2-Exercice41

Résoudre 'équation du second degré : 22 — iz + 1 — 3i = 0.

retour au cours
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Exercice A.1.16 Ch2-Exercice42

Démontrer que

01602 — i01+02) G0 _ 1 1 o0

cif —

retour au cours
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Exercice A.1.17 Ch2-Exercice43

Démontrer les formules d’Euler

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.18 Ch2-Exercice44

Montrer que sin® f = 15 sin 50 — % sin 36 + 2 sin 6.

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.19 Ch8-Exercicel

Le polynéme (1 + i) X2 — 3X + i peut-il étre considéré comme un polynéme sur C?
sur R ? Quel est le degré de ce polynome ?

retour au cours
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Exercice A.1.20 Ch8-Exercice2

Montrer sur un exemple que la définition du produit de deux polyndomes est co-
hérente avec le produit des fonctions polynomiales que vous connaissez (choisir par
exemple n =2 m = 3).
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Exercice A.1.21 Ch8-Exercice3

suivant »

Montrer, par contraposée, que si AB = 0 alors A =0ou B = 0.

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.22 Ch8-Exercice4

Soit A € K,,[X] et B € K,,[X], montrer que A+ B € K, [X], que aA € K, [X] (a € K).
Est-ce que AB € K,,[X]?

retour au cours
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Exercice A.1.23 Ch8-Exercice5

Quel est le conjugué de A = 3X2 + (2i — 1)X +i?

Solution

retour au cours
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Exercice A.1.24 Ch8-Exercice6

Montrer que X +2 est un diviseur de X* — 16. Donner les autres diviseurs de X* — 16
dans R[X].

retour au cours
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Exercice A.1.25 Ch8-Exercice7

suivant »

Soit A = BQ + R montrer que si D divise A et B, alors D divise R.

Solution
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Exercice A.1.26 Ch8-Exercice8

suivant »

Effectuer la division euclidienne de X* + 1 par (X2 +1)(X — 1)%

Solution
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Exercice A.1.27 Ch8-Exercice9
— Diviser suivant les puissances croissantes le polynome A = X* + 1 par (X? +
1)(X — 1)? de facon & pouvoir mettre X? en facteur dans le reste.
— Diviser suivant les puissances croissantes Y2 +Y +2 par Y + 1 de facon & pouvoir
mettre Y3 en facteur dans le reste.
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Exercice A.1.28 Ch8-Exercicel0

Montrer que dans K[X] tout polynéme de degré 1 est irréductible. Peut-on trouver
un polyndme de degré 2 qui soit irréductible dans C[X]?

retour au cours
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Exercice A.1.29 Ch8-Exercicell

Soient x1 = i, x5 = 4 + i, 3 = 3. Existe-t-il un polynéme de degré 2 qui s’annule en
ces trois points ? Un polynome de degré 3? Un polynéme de degré 4 ? Si oui, en donner
un.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.30 Ch8-Exercicel2

Factoriser dans C[X] le polynome

A=X*+3Xx%2+2.

retour au cours
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Exercice A.1.31 Ch8-Exercicel3

Soient x1 = i, 19 = 4,23 = 3, existe-t-il un polynéme de degré 3 a coefficients réels
qui s’annule en ces trois points ? Un polynome de degré 4 a coefficients réels? Si oui en
donner un.

retour au cours
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Exercice A.1.32 Ch8-Exercicel4

Factoriser dans IR[X] le polynome

Solution

A=X5—X*+3Xx3-3X%2+2X —2.

retour au cours
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Exercice A.1.33 Ch8-Exercicel5

Soit le polynome
A=X"+3X5+5X°.

Pour quelles valeurs de k € IN a-t-on A*)(0) = 0 (ne pas calculer les dérivées)?

retour au cours
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Exercice A.1.34 Ch8-Exercicel6
La fraction rationnelle
X3 -X?24+X-1
3X2-X -2

est-elle irréductible ? Dans le cas contraire, la simplifier.

F=

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.35 Ch8-Exercicel7

Calculer la partie entiere de

X441
(X2 4+1)(X —1)2

retour au cours
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Exercice A.1.36 Ch8-Exercicel8

Montrer la proposition suivante : R
Soient deux fractions rationnelles F' et F' alors

E(F+F)=E(F)+E(F).

ou 'on a noté £(F') la partie entiére de F.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.37 Ch8-Exercicel9

Soit la fraction rationnelle
X2-X+2

(X — 13X
Mettre F' la sous la forme de la décomposition (VIII1.4.2).

F =

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.38 Ch8-Exercice20

Décomposer en éléments simples dans IR(X) la fraction rationnelle suivante :

2X 43
X2 -5X+6

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.39 Ch8-Exercice21

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

2X +1
(X —2)*

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.40 Ch8-Exercice22

Décomposer en éléments simples dans IR(X) la fraction rationnelle suivante :

X441
(X2+1)(X —1)%

F=

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.41 Ch8-Exercice23

Décomposer en éléments simples dans IR(X) puis dans C(X) la fraction rationnelle

suivante :
2X3 4+ X24+3X+1

(XZ+1)(X2+2)

retour au cours
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Exercice A.1.42 Ch8-Exercice24

Intégrer la fraction rationnelle suivante :

2x + 3
22 —5x+6

retour au cours
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Exercice A.1.43 Ch8-Exercice25

Intégrer la fraction rationnelle suivante :

20+ 1
(z—2)%

retour au cours
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Exercice A.1.44 Ch8-Exercice26

Intégrer la fraction rationnelle suivante :

203 + 22+ 3z + 1
(@2 +1)(22+2) °

retour au cours
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A.2 Exercices de TD
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Exercice A.2.1 TD2-Exercice8

Le but de cet exercice est de démontrer quelques sommations classiques dans C en
fonction de n € IN.
1. Calculer le module et 'argument des nombres complexes (1+41)3, (1+14)* et (1+i)".
En déduire que :

2p<n

> (CIPCR(=1-C2+Ci=Co+-- )= (VD cos(ny)
p=0

2p+1<n T
> (LI (=Ch—-Ci+Ci—- )= (V2)'sin(n)
p=0

2. Montrer que

2" = 1+Cp+C2+Ch+--
0 = 1-CL+C2-C3 +--.

C i
3. Soit j = cos(27/3) + isin(27/3). Montrer que (1 + j)" = A+ Bj + Cj? avec : oneepss
_ 3 6
A = 1+C+C+ - Exemples
B = C}L + Cﬁ + CZ 4. Exercices
C = C2LCP1C8a... Documents
n n n
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Trouver trois équations vérifiées par A, B et C et en déduire que :

A

B

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3

Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2

<<«

118

Exercice A.2.1
TD2-Exercice8

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section a suivant »

Exercice A.2.2 TD2-Exercice9

On désigne par P le demi-plan complexe supérieur, par D le disque unité et par U
le cercle unité, c’est-a-dire :

On considére 'application suivante f : C\ {—i} - C, z — f(2) =

A

P = {zeC; Sm(z)>0}
D = {z€C; |z|<1}
U = {z€C; |z|=1}

z—1

Zti*

Montrer que f est injective.

Montrer que Vz € C\ {—i},on a f(z) # 1.

Montrer que Im f = C\ {1}.

Sm(z)

|z + ]2

On considere f; la restriction de f a R. Montrer que f; est une application de IR
dans U \ {1} et qu’elle est surjective.

Montrer que Vz € C\ {—i},onal— |f(2)|* = 4

On considere f, la restriction de f a P. Montrer que f, est une application de P Concepts
sur D et que cette application est bijective.

Exemples
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Documents
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Question 2
Question 3
Question 4
Question 5
Question 6
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Aide T
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
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Aide 2

Aide 2 Aide 3 Aide 4
Aide 2
Aide 2 Aide 3 Aide 4
Aide 2
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Exercice A.2.3 TD2-ExercicelO

Résoudre dans C les équations suivantes.

1. 1+2422=0

2. 224242=0

3. (1-49)22—(T+i)z+4+6i=0
4, 23 =-8

5. 27 =64 — 64iv/3

Question 1  Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1T Aide 2

Question 3 Aide 1 Aide 2
Question4 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 5 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.4 TD8-Exercicel

1. Déterminer le réel a pour que le polynéme p défini par p(z) = 2* —  + a soit
divisible par x — 2.

Pour cette valeur de a est-ce que p est divisible par (z — 2)2?

2. Soit n € IN,, déterminer a et b pour que ax™*! + bax™ + 1 soit divisible par (z — 1)2.
Déterminer alors le quotient.
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Exercice A.2.5 TD8-Exercice2

Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X] puis dans IR[X] les poly-
némes z* + 1, 25 — 723 — 8.

Concepts
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Exercice A.2.6 TD8-Exercice3

1. On définit les polynémes P(z) = 2> + 322 +z + 1, Q(z) = 2> + = + 1.
(a) Diviser P par () suivant les puissances croissantes (on veut un reste de va-
luation 3).
3 +322+z+1
@2 +r+1)

(b) En déduire une primitive de la fonction
1

Réponse : 5.2 +2In|z| —In(z?+z+1)+C
7

2. En s'inspirant de la méthode précédente, trouver une primitive de —

x(z+1)
1 1 1 11+ x|
Ré it — ——+1 C
éponse 3x3+2x2 x—&— n( 2] )—i—
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Exercice A.2.7 TD8-Exercice4
1. Décomposer en éléments simples dans IR(X) et dans C(X) les fractions ration-
nelles suivantes :

1 2+ 2z +1 1 zt+ 622 -22+5 1
1—22 22-52+46" 22—z+1 (22+4)(z—-1) " (z—-13x-2)

Réponses :
1 1 1 2+ 2z +1 9 16
2 = + » 2 =1- + ’
l—z 214+2z) 2(1—=z) z2—-5x+6 z—2 x-3
1 _ 1 1
#?—z+l V3(z+j) V3(z+4?)
4 2 . .
z* 4+ 62 —2x+5 z—1 2 241 2=4 2
= z+1 —x+1
@+0e-1 Tty T T Timrn T
1 B 1 1 L1
@-D@-2 @-1° @-17 ~ @-1 (-2

2. Décomposer en élément simples dans IR(X) les fractions rationnelles suivantes :

75 223 + 522 + 62 + 3 1 3z +4 ax + 3
(x —a)(z —b)’ 2+ z+1 (224 1)2(22-1) (2242x+3)2 (22 — 2z +5)?
Réponses :
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z a b
. b _
R o Rl o s A
sia=b < _ ! a4
 (z—a)(z—b) x—a (r—a)?
223 4 522 4 62 + 3 T 1— 52 1—3
2+x+1 v +m2+x+1 v +3($—j)+3(az—j2)
B 1 S S A 1
(2 +1)2(z2-1)  8(z+14)? 4(zx+i) 8(x—i)? 4zx—i) 8xz—-1) 8(xz+1)

IS R S 1

2(z24+1)2  4(22+1) 8(x-1) 8(xz+1)
3. Décomposer en élément simples dans IR(X)

3+ 2 1

-2+ —-1 (z—1D*22+1)" zn(z—1)

Réponses :
3+ 2 2z +1
wB—x24+r—1 x-1 22+1’
2 S S B 1
(z—D4=z24+1) (z-1D* (z—-13 2z-12 2(z2+1)
1 1

v (z—1) -

<<« 126
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Exercice A.2.8 TD8-Exercice5

Caculer les primitives des fractions rationnelles de ’exercice précédent.
Réponses :

1 1. |1+ 2+ 2z +1
dr = -1 C ————dr=x—-91] — 2|+ 161 =
/1_m2x 2n’1_x’—|— , /x2—5x+6x % nlr—2/+161ln|x — 3|+ C,

1 2 2 — 1
———dx = —A +
/ 3 1 x /3 rctan < 73 ) C,

2t +622 -2 +5 x> 1 1 T
de = = —In(z® 4+ 4) — ZArctan = + 2In|z — 1| + C
/ @@ —1) z= —|—J:+2 n(z” +4) 5 Arc an2—|— nlr—1|+
1 1 1 1 |z — 2|
do = 1 C
/(x—l)s(:v—Q) SR 77 T P s PR R P T
223 + 5z% + 6z + 3 9 1., 5 1 2z + 1
dr = Z1 1) — —Arct
/ o ——1 r=ux +3x+2 n(z“+x+1) 7 rc tan 7 +C,
1 x 1 1, Jz—1]
de = —————— — ZArct 21
/(x2+1)2(x2—1) TE @Ry gorctaneghome G
3z +4 3 1 1 z+1 z+1
T _dr=-2 Arct C
/(x2+2x+3)2x 2212043 4 an(ﬁ>+4(x2+2x+3)+
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I

<<«

ar +

z? — 2z +5)

/

(07

<« précédent section a suivant »

1 a+p

2d:c:

3+

9 x2—2x+5+ 16

-1 -1
Arctan <ng >+ il N

2 8 22—-2r+5

-2+

2
dx

&=

42?2 +1)

e

x—1)

1dw =2In|z — 1| — In(z? + 1) — Arctanz + C,

1 o 1 1
3(xz—1)2 2x-12 2z

1
1 — §Arctana? +C,

n—1
1
:ln|x—1]—ln|x|—|—ZE+C.

d
=1

1
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<« précédent section a suivant »

Exercice A.2.9 TD8-Exercice6

1. Calculer une primitive de la fraction rationnelle 1.3
T

1 1| In(z?— 1 1 2z — 1
Réponse : F(z) = n|x3+ | _ Infe 695—1— )—i—\/gArctan <x\/§) + C.

.. o 1
2. En vous inspirant de la facon dont on a calculé une primitive de m, calculer
X
1

€T
Ré 1 2F — .
éponse : $F'(x) + 30+ 29)

une primitive de
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< précédent section a

Exercice A.2.10 TD8-Exercice7

1. Calculer

Réponses: &, 1 -2, 1
2. On rappelle que
2tan 5

sing = ——=—
1+ tan? %

1 —tan2%
cosx = =

2
1+ tan 5

On pose ¢ = tan 7, utiliser ce changement de variable pour calculer :

™ ™ ™
3 dx dx 2 dx
o cosx’ x sinz’ Jy 2+cosx

v

) 3T
Réponses : In(2 +/3), $In3, \[9
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B.1 Exemples du chapitre VIII
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B.1.2  Division suivant les puissances croissantes . ... ... ... 134
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section a suivant »

Exemple B.1.1 Division euclidienne

A 2X3  —X? X 42 X1
—-BQ;: —-2Xx3 2X Al =1
Ry : —-X? 4+X 42
—BQ> : X2 — 1.

R: X +1

On obtient donc

2X3 - X2 X +4+2=(X?2-1)2X -1+ X +1

retour au cours
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< précédent section a

Exemple B.1.2 Division suivant les puissances croissantes

Soient les polynémes A = 2 — X + X2 — 3X3, B = 1 — X? et effectuons la division
suivant les puissances croissantes de facon & pouvoir mettre X* en facteur dans le reste.

A 2 —-X +X? -3x3 1—X?
—BQ;: —2 2X2 2 - X +3X%2-4x3
Ry : -X +3X? -3x3
—BQ> : +X — e
Ry : 3X? —4Xx3
—BQs : —3X? 5T
R3 : —4X3 +3X%
—BQy : +4X3 —4X5°
Ry : 3X4 —4Xx°

On obtient donc

2-X+X2-3X3=(1-X?)(2-X+3X3-4X3)+ X3 -4X)

Concepts

retour au cours
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C.1 Documents du chapitre VIII

C.1.1 Le Polynome nul
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section a

Document C.1.1 Le Polynéme nul

Il est génant que le polynome nul n’ait pas de degré, car on rencontre beaucoup
ce polynéome. Nous verrons que cela oblige dans beaucoup d’énoncés de théorémes, a
distinguer les cas polynéme nul ou non nul. Pour éviter cela, on adopte classiquement
la convention ci-dessous :
deg(0) = —o0

avec les regles de calcul :
Vn €N, —oco<mn, —oco+mn=-—o00, —oo0-4 (—00)= —o0.

Insistons bien sur le fait que cette convention ne change rien a ’essentiel. Elle permet
seulement, mais cela en vaut la peine, de simplifier plusieurs énoncés importants.
Insistons aussi sur le fait qu’il n’est pas possible de convenir du fait que le degré du
polynéome nul est 0 : cela conduit a des contradictions. Pour connaitre le degré dun
polynoéme constant, R, il faut savoir si R est nul ou pas. Tout ce que 'on peut dire sinon,
c’est que : deg(R) < n, quel que soit n dans IN.

Voyons par exemple sur 'addition des polynémes la convention précédente. Elle nous
permet d’énoncer un résultat sans avoir a distinguer dans ’énoncé les cas ou 'un des
trois polynomes A, B ou A + B est nul.

Proposition C.1.1. Soient A et B deux polynémes de K[X|, alors

deg(A + B) < max(deg(A), deg(B)).
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section a

Démonstration - Si aucun des polyndomes n’est nul, la démonstration est faite dans
le paragraphe du cours. Il reste a examiner les cas ou I'un des trois polynémes est nul.
Si A est nul, alors deg(4) = —occ et A + B = B, de sorte que la proposition est bien
vérifiée avec les deux regles de calcul :

—00 + deg(B) = —0 et — oo < deg(B).
Enfin, si A + B est nul, on a bien encore dans tous les cas

—o0 < max(deg(A), deg(B)).

retour au cours
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Le gras indique un grain ou le concept est
défini ; I'italique indique un renvoi a un exer-
cice ou un exemple, le gras italique a un docu-
ment, et le romain a un grain ou le concept est
mentionné.

A

Argument d’'un nombre complexe....... 13

B

Binome de Newton....................... 7
Calcul pratique - poles complexes...... 60
Calcul pratique - poles réels............ 56
Calcul trigonométrique................. 25

Index des concepts

D

De Moivre-formule...................... 17
Division - puissances croissantes ... 36, 51
Division euclidienne .................... 33

E

Exponentielle complexe - définition.23, 25

F

Factorisation dans le corps des complexes
39, 42

Factorisation dans le corps des réels42, 44

Fraction rationnelle - Partie entiére. ...49

Fractions rationnelles - Décomposition dans
les complexes............... 51, 54
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Fractions rationnelles - Décomposition dans Polynomes irréductibles................ 38

lesréels ..............c.ooin... 54
Fractions rationnelles - Définition...... 47
I
Inégalités- nombres complexes......... 11

L

Lois de composition interne des nombres
complexes..........c.covveinnn.. 4

M

Multiplicité des racines................. 44

N

Nombre complexe - conjugué et module. 9,

11
Nombre complexe - partie réelle et imagi-
o F: 11 ¢ TP 5
Nombres complexes - représentation gra-
phique.................. ... .. ... 15
Polynomes - Définition.................. 28

Primitive des poles complexes multiples67
Primitive des poles complexes simples . 65
Primitive des poles réels................ 64

Racines complexes...................... 18
Racines d’'une équation du second degré21
Racines niemes de 'unité............... 19
Somme - Produit - Conjugué............ 30
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Solution de |I'exercice A.1.1

Pour 'addition, les propriétés sont évidentes. La multiplication est commutative car (z,y) x (2/,y") = (2/,y) x
(x,y), son élément neutre est bien (1,0) puisque (z,y) x (1,0) = (z,y), 'élément inverse de (z,y) est bien
(3321?7 _ﬁ) puisque (xay) X (%W’ _%4%) = (150) Enfin
(z,y) x ((2,y) + (2", 9") = (z,9) x (&' + 2",y +y") = (2" +2") —y(y' +¢"), 2y’ + ") + y(a' +2"))
et
(@, 9) x (&",y) + (z,9) x (&",y") = (22’ —yy/, 2y +y2’) + (22" — yy", zy" + y2")

d’ou la distributivité du produit par rapport a I’addition.

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.2

-zt =(z+2)+ily+y),
22/ = (z +iy) (¢’ +1y') = za’ + Pyy’ +i(zy + 2'y) =z’ — yy' +i(zy + 2'y).

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.3

Si l'on résout (x + iy)(z + iy) = a, on obtient 2> — y? + i2xy = a, ce qui donne 22 — y? = a et ry = 0. Puisque
a < 0, la seule solution (z et y sont réels) est donnée par x = 0 et y = +i/—a

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.4

(z4+2)3 = 23 + 3222 + 3222 + 28 et (2 + 2')* = 2% + 4232 + 62222 + 4223 + 4.

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.5

On multiplie numérateur et dénominateur par la quantié conjuguée du dénominateur. On obtient ainsi
|2z — 1]|? au dénominateur et

(224+1)(22—1) =422 +2(Z—2) — 1 =4|z|> — 1 — 4iSm 2

au numérateur.

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.6

Onalz| <|z—=Z|+|Z|et || <|z= 2|+ |z|,dou —|z — 2| < |z| = || < |z = 2|

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.7
1 1 1
Arg (z x ;) = Argz + Arg 2 [27]. On remarque alors que Arg (z x ;) =Argl,= 0 [27].

Retour & |I'exercice a



Voir la figure C.1.1.

Solution de |'exercice A.1.8

ot + 1+
i
v
1
u
+1—1

+

FiaG. C.1.1 — Représentation graphique de complexes

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.9

Si on pose § = Arg z, alors on a Arg (z)" = Arg (cosnf + isinnf), d’ou Arg (2)" = né [27].

Retour a I'exercice a



Solution de I’exercice A.1.10

24+ 22 = 22(2% + 1), 0 est racine double, i est racine simple, —i est racine simple.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

=1 |z|=1letArgz = %TW’ k =0,1,2. On a donc les trois racines
_ i 2 | s 2m _ 1 -3 ) Ar | o4 1 /3 . . 4
z1=1, 20 =j =cos F +isin 5 = —5 +1% et 23 = j° = cos F +isin T = —5 —i*5* (qui est bien le carré

de j par la formule de De Moivre). Voir la figure C.1.2. On voit aisément que z3 est le conjugué de z5 et que
29 + 23 = 2cos%ﬂ = —1.

Fiag. C.1.2 — Racines cubiques de I'unité

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

li| = 1,Argi = 7, les racines carrées de i doivent vérifier :
|z| = 1etArgz:%+k:7r, k=0,1.

D’ou les deux racines

zozcos%+isin§:§+i§,

— 08 BT 4 iain BT — V2 _ V2
zl—co§4+181n4— 5 1%
On a bien sir z; = —2zg.

On calcule de la méme maniere les racines carrées de j.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13

On cherche z = a + ib tel que 22 = —5 + 124, on doit donc avoir :
(a®?—b? = —5,ab = 6) < (ab = 6,a*+5a%>—36 = 0) & (ab=6,a> = 4) < ((a =2,b=3) ou (a = —2,b = —3))
On obtient donc zg = 2 + 37,21 = —2 — 31

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

—b+ VA —b— VA

- SiA>O, z20 — 21 = .
2a 2a
: —b+ivV—A —b—ivV—A
— S1A<0,20:27,21:27.
a a

Or Si A > 0les 2 racines carrées de A sont o = VA et 1, = —VA.
Si A < 0 les 2 racines carrées de A sont rg = iv/—A et r; = —iv/—A.
Ce qui termine la démonstration.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

On calcule A = —5-+124, on a vu dans I’exercice A.1.13 que les deux racines carrées de A sont 7 = 2+3i, 7y =
—2 — 3¢, donc
1+ 47 + 2 . L+ —2— 2 .
z1 = 5 = 5 =2+1,20 = 22: 5 =—1—1

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

Ceci se déduit strictement de la proposition du paragraphe Argument d'un nombre complexe. En effet I’ar-
gument du produit est la somme des arguments et ’argument de I'inverse est 'opposé de ’'argument.

Retour d |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.17

Faites la somme puis la différence de '
e = cosf +isinb,

e = cosf — isin6.

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

1
(2¢)°

Les coefficients du binéme de Newton sont alors 1, 5,10, 10, 5, 1. Il vous reste a finir le calcul ...

(ezﬂ . e—i6)5‘

sin® 0 =

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

Puisque les coefficients sont complexes, le polynome est défini sur C. Son degré est évidemment 2.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

(ao +aix + a2x2)(bo + bix + b23;2 = 531‘3) = apby + (aob1 T alb())l’ aF (a0b2 + a1by + agbg)x2
+(aobs + aibs + agby )z + (a1bs + agbe)x* + agbsx®

Remarquons que si ’'on utilise la formule générale

k
k= aibp_;
i=0
pour k£ = 4 pa exemple on obtient

¢y = agby + a1bs + azbs + asby + agbg

mais les coefficients b4, a3, a4 sont nuls.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.21

La contraposée de
(AB=0)= (A=0)ou (B=0)

est
(A+#0) et (B #£0) = (AB # 0).

Supposons donc que A et B soient des polynémes non nuls. Alors leur degré est défini et ils s’écrivent
A=ay+arx+...+a,x", B=by+biz+...+b,z™

avec a,, # 0 et b,, # 0. Le coefficient de 2™ dans le produit AB est donné par

n+m

Cpdp, = Z aibgp—; = aobpym + -+ apbpm + . .. + angembo.
i=0

Or dans cette somme, seul le terme a,b,, est non nul. En effet dans les termes qui le précedent, ce sont les
coefficients (b;) j—n+m,....m+1 qui sont nuls et dans les termes qui le suivent ce sont les termes (a;)i—n+1,...n+m
qui sont nuls. Le coefficient de 2™ est donc non nul et le polynéme AB est donc non nul.

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.22

Vous venez de voir que le degré de la somme de deux polynémes A et B est tel que
deg(A + B) < max{deg(A),deg(B)}.
Dong, si deg(A) < n et deg(B) < n, alors
max{deg(A),deg(B)} <n
et donc A + B € K,,[X]. Si 'un des deux polynoémes est nul, par exemple A, alors A + B = A € K,,[X]. Il est
évident que deg(aA) = deg(A) si a # 0 et que aA = 0 si a = 0. Dans tous les cas on obtient un polynéme de

K, [X].
Par contre deg(AB) =degA+degB entraine seulement que AB € Ky, [X].

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.23

A=3X2+(-2i—1)X —1.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.24

X416 =(X2-4)(X?2+4) = (X - 2)(X +2)(X% +4).

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.25

Si D divise A et B cela signifie qu’il existe deux polynémes S et T tels que
A=DS, B=DT

d’ou
DS = DTQ+ R

soit
R=D(S-TQ)

ce qui montre bien que D divise R.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.26

Avant d’effectuer la division développer le deuxiéme polyndome. Si vous ne faites pas d’erreurs de calcul,
vous trouverez
X' 4+1=(X24+1)(X -1)2+ (2X3 - 2X? +2X).

Retour & |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.27

— Tout d’abord
(X2 +1)(X —-1)2=X*—2X3+2X%2 —2X +1.

Le résultat donne
1+ X4 =(1-2X +2X%2 —2X3 + XH(1 +2X) + X2(2 - 2X +4X?% — 2X3),

ce qui n’a rien a voir avec la division euclidienne ...
— Ona
2+Y +Y2=(2-Y +2Y)(1+Y) - 273

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.28

Si un polynome A de degré 1 admettait un diviseur D qui ne soit ni un polynéme constant, ni SA, on aurait
A=DQ

et Q ne pourrait pas étre un polynome constant. A serait donc le produit de deux polynomes de degré
strictement positif dont le degré serait supérieur ou égal a 2, ce qui est impossible. A est donc irréductible.

Puisque vous savez qu'un polynéme de degré 2 a deux racines réelles ou complexes, distinctes ou confon-
dues, il n’est donc jamais irréductible dans C[X].

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.29

Un polynome de degré 2 a au plus deux racines distinctes. Il ne peut donc pas s’annuler en trois points
distincts. Un polynéme de degré 3 a coefficients complexes qui s’annule en ces trois points est

A= (X —i)(X —4—i)(X —3).

Tout polyndéme qui admet A comme diviseur s’annule en (z;, x2, 23). Un polynéme de degré 4 serait par
exemple
B=XA.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.30

Ce pOlynome s’écrit
A= (X2+2)(X%+1)

soit, puisque les deux polynomes ont des racines complexes évidentes

A= (X — V2i)(X + V2i)(X — i) (X +1).

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.31

Un polynoéme a coefficients réels est tel que si un nombre complexe est racine de ce polynéme, son conjugué
est aussi racine. Donc si z; est racine d'un polynéme A a coefficients réels, z; est racine de A. Le polynéme
de IR[X] de plus petit degré qui a pour racines (z1, x2, x3), s’écrit donc

A= O[(X —ml)(X *i‘l)(X *LEQ)(X = .’Eg)

ou o € IR. C’est donc un polynéome de degré 4 et non pas 3! Bien vérifier que bien que z; et Z; ne sont pas
réels, les coefficients de A sont réels.

Retour a |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.32

Ce pOlynome s’écrit
A=(X2+2)(X2+1)(X -1)

et puisque les deux premiers polynomes n’ont pas de racines réelles, on ne peut factoriser davantage dans
R[X].

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.33

Puisque
A=X%(X?+3X +5)

la racine z = 0 est de multiplicité 5 et donc A®)(0) = 0 pour k = 0,...,4 et A®)(0) # 0. Puisque le polynome
A est de degré 7, alors A%¥)(z) = 0 pour k > 7, quel que soit = € IR, et donc en particulier pour = = 0. Pour ce
qui est de A9 (0) et A (0), vous pouvez utiliser la formule de Taylor on obtient A(®)(0) = 6! x 3, A (0) = 7!
et plus précisément A®)(0) = 5! x 5

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.34

On voit que z = 1 est racine du numérateur et du dénominateur. On peut donc factoriser par = — 1 le
numérateur et le dénominateur :
?—2?+z—-1 (z-1)(z®+1)

322 -z—-2  (z—1)(3z+2)

F(z) =

ce qui donne, apres simplification

2
-+ 1
F(x) = .
(z) 3z + 2
Puisque z = —— n’est pas racine du numérateur, cette fraction est irréductible alors que la fraction de

I’énoncé n’était pas irréductible.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.35

On a calculé dans I’exercice A.1.26 la division euclidienne du numérateur par le dénominateur et on a trouvé

zt+1 _1+2:L'3—2£L'2—|—2£L'
(z2 4+ 1) (z—1)2 (2 4+1)(z —1)2°

La partie entiére est donc le polynéme constant 1.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.36

On a .
F=F+ @, F=F+ i)
Q Q
ce qui donne
. . P P
F+F=E+E+-2+22.
QR Q
Sil'on réduit au méme dénominateur la somme des deux fractions :
. . PO+ P
Ftbop+bq 2006
QQ

Or deg(Py) < deg(Q) et deg(Py) < deg(Q), d’otr

deg(PoQ + PoQ) < maz{deg(PoQ), deg(PoQ} < deg(Q) + deg(Q)

soit X A A
deg(PoQ + RQ) < deg(QQ).

On a donc la bonne décomposition pour calculer la partie entiére de F + F, ce qui montre la proposition.

Retour d |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.37

On effectue le changement de variable y = x — 1, et on obtient

yly+1)

Il reste a effectuer la division suivant les puissances croissantes de 42 + y + 2 par y + 1 de facon a pouvoir
mettre y3 en facteur dans le reste, ce qui a été fait dans I'exercice A.1.27. On a obtenu

24y+y°=02-y+2y°)(1+y) —2y°

ce qui donne

2 —y+2y° 2
T) = — ,
y3 y+1
soit 5 ] . 5
Fl@)= = — = +-——.
v ooyt oy y+1

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.38

La décomposition en éléments simples est de la forme :

2x+ 3 A B

m2—5m+6:x—3+x—2'

On multiplie par (z — 3) ce qui donne

21:—}—3:A+B(:c—3),
=2 z— 2
et on fait x = 3
9=A.
On fait de méme pour B et on trouve B = —7.

Retour a |I'exercice a



Solution de I’exercice A.1.39

La décomposition en éléments simples est de la forme :

2r+1 A o B i C
(x—23 (z—-2)3 (z—-2)2 -2

On multiplie par (z — 2)? et on fait = 2 ce qui donne
A=25.

Par identification, on obtient
5+B(x—2)+Clz—2)2=2z+1.

Ce qui donne aisément C' = 0 (coefficient de x2) puis B = 2 (coefficient de ).

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.40

On a déja calculé dans le cours la décomposition de cette fraction dans C(X), en particulier la partie entiere
a déja été déterminée. On doit donc maintenant décomposer la fraction I dans R(X)

X3 -X24+ X
(X2 +1)(X —1)%

F=1+2F, F| =

axr +b c d
F; = .
(=) m2+1+x—1+(x—1)2

(C.1.1)

Le calcul de d est inchangé par rapport a celui effectué dans C dans le cours. On utilise d’autres idées pour
calculer a, b, c.
— Multipliant les deux membres de (C.1.1) par x et faisant tendre z vers l'infini, on a

l=a+c
— Faisant x = 0 dans les deux membres de (C.1.1) on obtient
0=b—c+d.
— Réduisant les deux membres de (C.1.1) au méme dénominateur, on obtient I'égalité

3 —2?+x (ax +b)(z —1)%2 + (22 + 1)(cx — c+ d)

(2 +1)(z—-1)2 (24 1)(x —1)2

et 'identification des coefficients de z au numérateur donne

l1—a—2b+c.



On a ainsi trois équations a trois inconnues et la résolution de ces trois équations donne aisément b = 0 puis

c=d=1etenfina= 1.
En comparant a ce qui a été trouvé dans C(X ), on peut vérifier que

z 1 1
e e
x4 +1 r—1 x+1

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.41

La décomposition en éléments simples dans IR(X) est de la forme :

2x3+x2—|—3x—|—1_A1:—|—B Cx+ D
(z2+1)(22+2)  22+1 242"

Par identification, on obtient
(Az + B)(z2 + 2) + (Cz + D)(2%> +1) = 22® + 22 4+ 3z + 1.
On identifie les coefficients des puissances de x, ce qui donne un systéeme d’équations. Les équations
A4+C =2 2A+4C =3,

donnent
A=C=1.

Les équations
B+D=1,2B+ D=1,

donnent
B=0,D=1.

La décomposition en éléments simples dans C(X) est de la forme
i S ., B, _C D
(2 +1)(z2+2) z+i x—i z4+v2% x—2

Les coefficients peuvent s’obtenir en multipliant des deux c6tés par I'un des dénominateurs puis a prendre
la valeur de x qui annule ce dénominateur. Ainsi, en multipliant par (x —¢) puis en posant x = —i, on obtient

9i — 1 3i

i -1 31+ 1 4
(—2i)(-1+2)




soit A = 1/2. On peut calculer de la méme maniére C = £ + %i. En utilisant 'unicité de la décomposition
et en prenant le conjugué de la décomposition, on obtient

A=B, C=D.

Retour d |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.42

On utilise la décomposition en éléments simples de ’exercice A.1.38 et on intégre, ce qui donne :

9ln|x — 3| — 7Tln |z — 2| + Cte.

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.43

On utilise la décomposition en éléments simples de ’exercice A.1.39 et on intégre, ce qui donne :

5 1 1
-2 —2 Ctte.
2@—2? ‘z—2 %

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.44

On utilise la décomposition en éléments simples dans IR(X) de 'exercice A.1.41 et on integre, ce qui donne :

1 1 1 T
“In(z? 4+ 1) + = In(2? + 2) + —Arctan — + Cte.

Retour & |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.1

Voir les paragraphes : De Moivre-formuleet Binome de Newton.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.1

Il est facile de montrer que

1+i:\/§(cos%+isin%).

En utilisant la formule de De moivre on peut donc obtenir les modules et les arguments de (1 + )3, (1 +4)*
et (1+¢)". Lautre membre est obtenu par le bindme de Newton puis par identification des parties réelles et
imaginaires.

Retour a |I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.1

Regroupez les puissances paires et les puissances impaires du bindme de Newton en deux sommes diffé-
rentes et utilisez le fait que
i = (=1)P, i = (—1)Pi.

Retour & |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe : Binome de Newton et calculer deux binémes bien particuliers!

Retour d |'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.1

Que pensez-vousde2 =1+ 1et0=1—17? Cest la clé du résultat.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.1

Que vaut A + B + C? On rappelle que 1 + j = —j?

Retour d |'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.1

—j% = cos § +isin %, en déduire les parties réelles et imaginaires de (1+ )", identifier avec les parties réelles
et imaginaires de A + Bj + Cj?

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.2

La définition d’'une application injective (Voir le paragraphe est valable méme si les espaces sont complexes.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.2

Résolvez f(z1) = f(z2) pour z; et zo dans C \ {—i}. Vous obtiendrez facilement I'injectivité de f.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.2

Vous pouvez raisonner par ’absurde ce qui permet d’avoir une démonstration trés courte.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.2

Quelle est la définition de I'image d’une application ? (Voir le paragraphe : .)

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.2

Pour montrer que deux ensembles sont égaux on procede souvent par double inclusion. L'une des inclusions
est évidente, laquelle ?

Retour d |I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.2

On a montré dans la question précédente que Im f C C\ {1}. Pour I'autre inclusion, il faut montrer que
pour tout élément de ¢t € Im f C C\ {1} il existe z € C\ {—i} tel que ¢t = f(2).

Retour d |I'exercice a



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.2

Résolvez t = f(z), ce qui va vous permettre de construire explicitement z et de voir que z appartient bien a
I’ensemble de départ de f.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.2

I1 suffit de faire le calcul, il n’y a aucune difficulté particuliére. Partez du membre de gauche et réduisez au
méme dénominateur.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.2

Pour ceux qui ont du mal, revoyez le carré de la somme des modules dans le paragraphe Nombre complexe
- conjugué et module, puis comparez la partie réelle de iz avec la partie imaginaire de z.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.2

Il faut déja démontrer que f; : R — U \ {1} puis que [ est surjective. Utiliser la question précédente pour
montrer que si z est réelle alors |f(z)| = 1 puis la deuxiéme question pour finir la premieére partie.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.2

Pour la surjectivité, on sait déja que pour vVt € U\ {1}, 3z, f(z) = t, il reste a montrer que z est réel. Comment
caractériser un nombre réel ?

Retour d |I'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.2.2

Utiliser la question 4).

Retour d |'exercice a



Aide 4, Question 5, Exercice A.2.2

Sit e U\ {1}, alors |f(z)| = 1, donc Smz = 0.
Donc z est réel.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.2

Il faut montrer que f, : P — D, que fy est injective (vous 'avez déja montré, ou?) et enfin que fo est
surjective.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 6, Exercice A.2.2

Utiliser la quatriéme question pour montrer aisément que f> : P — D. Pour la surjectivité, utilisez le calcul
du z tel que t = f(z) de la cinquiéme question et déduisez en Smz. Que faut-il alors démontrer ?

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.3

Résolvez comme un trindéme du second degré.

Retour d |'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.3

Pour vérifier votre résultat, vous pouvez utiliser la factorisation :
1-—2°=(1—2)(1+2+2%)

et les racines cubiques de 'unité données dans le paragraphe : Racines niemes de l'unité.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.3

Résolvez comme un trindéme du second degré.

Retour d |'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.3

—1+44V/7 ot —1—i/7

Les racines sont : 5 5

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.3

Revoir le paragraphe Racines d’'une équation du second degré. Attention, ici les coefficients sont complexes
donc le discriminant est un nombre complexe dont il faut calculer les racines carrées.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.3

Le discriminant est : 84+ 6i = 9+6i—i?> = (3+4)2. Si vous ne voyez pas "'astuce", vous résolvez (a+ib)> = 8+6i
comme vous le faisiez en terminal. Les solutions sont alors
5+ 2

21—1_Z_:2+3i, 2221_i=1+i.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe : Racines niémes de l'unité.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.3

23 = (2)3(cos 7 + isinn)
d’ou les racines ont pour module 2 et pour argument

w 2kmw
AI‘ = — 7k:07172'
g2=35+ 73

Elles s’écrivent

m . T . T . om
21:2(cos§+sm§),22:2(cos7r+sm7r),23:2 cos?—i—smg ,

expressions que vous pouvez encore simplifier ... Représentez les solutions sur un cercle du plan complexe
de rayon 2.

Retour & |I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.3

2

zZ1 = *2] ) 22 = 72,'23 = 72]

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe : Racines niémes de I'unité. Calculez le module et 'argument du membre de droite.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.3

Le module de 64 — 64i1/3 est 128 et ’'argument est —7 a2k pres, soit
. T
Arg (64 — 64iV/3) = 5
(pour la définition de Arg z, voir le paragraphe Argument d'un nombre complexe.
) 5
27 = (2)"(cos g +isin g)

A vous de donner les 7 racines de ’équation.

Retour d |I'exercice a
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