Exercices du chapitre VII avec corrigé succinct

Exercice VII.1 Ch7-Exercicel

Montrer qu'une fonction constante sur [a, b] est étagée.

Solution : Si f est une fonction constante sur [a, b], alors il existe bien une subdivision
de [a, b], & savoir la subdivision a = xo < x1 = b, telle que f soit constante sur chacun
des sous-intervalles |z;_1, z;[ de la subdivision.

Exercice VII.2 Ch7-Exercice2
Soit f :[0,2] — R la fonction définie par

3, si0<z<l,
fl)=¢ 1, siz=1,
9, sil<az<2.

Montrer que cette fonction est étagée en donnant au moins deux subdivisions adaptées.

Solution : La subdivision 0 = xg < 1 = 1 < 29 = 2 convient. En effet, f est
constante, égale a 3 sur |0, 1] et constante, égale a 2 sur |1, 2[.

Toute subdivision plus fine convient aussi. C’est le cas par exemple de la subdivision
O=z0<0b=x1<1=2y<4/3=123<2=uy4.

Exercice VII.3 Ch7-Exercice3

A Taide de la définition de I'intégrale des fonctions étagées, calculer fabmdt (ou m
est un réel donné) et f02 f(t)dt ou f:]0,2] — IR est la fonction définie par

3, si0<z<l,
flz)=4 1, siz=1,
2, sil<z <2

Solution : La fonction constante et égale a m sur tout son intervalle de définition est
une fonction étagée. Nous 'avons vu plus haut. Une subdivision adaptée est la
subdivision a = z¢y < x1 = b. Il en résulte que :

/ f(z)dx = m(zy — xo) = m(b—a).

Nous avons aussi vu a 'exercice précédent que la fonction f est étagée : nous avons
méme exhibé deux subdivisions adaptées. Il en résulte que :

/Qf(x)dx—3(1—0)+2(2—1)—3(%—0)+3(1—%)+2(§—1)+2(2—%l)—5.

Notons que les valeurs de f aux points de subdivisions ne joue aucun role dans le calcul
de la valeur de l'intégrale.




Exercice VII.4 Ch7-Exercice4

Soit f : [a,b] — IR qui est nulle sauf en un nombre fini de points. Montrer que
[P r@ydt=o.

Solution : Prenons comme subdivision associée a f, outre les points a et b les points,
en nombre fini, ou f est non nulle. Alors, sur chaque sous-intervalle |z; 1,z — i[ de cette
subdivision, f est nulle, de sorte que son intégrale

b n
/ f(z)dx = ZO(%Z —x;q) =0,

est nulle.

Exercice VII.5 Ch7-Exerciceb

Soient f une fonction étagée et A un réel. Montrer, en utilisant la définition, que
YA€ R, ona [CAf(t)dt = X[’ f(t)dt.

Solution : Si f est constante (égale & m;) sur un sous-intervalle |z;_q, z;[, Af I'est aussi
(elle est égale a Am;). Toute subdivision adaptée & f 'est donc aussi & Af et 'on a :

n

/ P () de = 3 () (s — 1) = A (Z (i — x,-l)> _ )\/ f(z) da.

i=1

Exercice VII.6 Ch7-Exercice6

Montrer que si deux fonctions étagées different en un nombre fini de points sur un
intervalle [a, b] elles ont la méme intégrale sur cet intervalle.

Solution : Les fonctions f et g ne différant qu’en un nombre fini de points, leur
différence f — g est nulle, sauf en un nombre fini de points. Nous avons vu plus haut,
que cela entraine que son intégrale est nulle, soit :

/ab(f —g)(z)dx =0, Cclest-a-dire /abf(x) dx = /abg(g;-) dz.

Exercice VII.7 Ch7-Exercice?

Montrer qu’une fonction intégrable sur un intervalle [a, b] est bornée.

Solution : Une fonction étagée sur [a, b] ne prenant qu'un nombre fini de valeurs est
bornée. Or une fonction f intégrable sur [a, b] est encadrée, par définition, par deux
fonctions étagées, donc encadrée par deux fonctions bornées sur [a, b]. Elle est donc
bornée sur [a, b].




Exercice VII.8 Ch7-Exercice&

Soit f : [a,b] — IR une fonction intégrable et u et U deux fonctions étagées telles que
u < f < U. Déduire de la définition de I'intégrale de f que

[Puydt < [P rayde< fPU)dt.

Solution : La fonction f étant intégrable, son intégrale existe et est définie par :

b b b
/a f(z) d:c:U:l?iU/a Ul(x) dx:us:li<pf/a u(x) de,

de sorte que 1'on a bien
b b b
/ u(x)dx < / f(x)dx < / U(zx)dx.

Exercice VII.9 Ch7-Exercice9

Démontrer la relation de Chasles pour les fonctions intégrables. (on s’inspirera de la
démonstration de cette propriété pour les fonctions étagées.)

Solution : Soit ¢ €]a, b]. Soit u une fonction étagée sur [a, b]. Alors les fonctions u; et
uy définies par :

s (z) = u(z), poura <z <c, un() = 0, pour a <z < ¢,
0o, pour ¢ < z < b, 2T w(z), pour e <z <D,

sont clairement étagées. Soient f; et fo définies a partir de f de la méme maniere.
Donnons nous un € > 0 quelconque. Alors, f étant intégrable, il existe deux fonctions
étagées s et S telles que

b
s<f<S et /(S—s)(m)dazgs.

Alors, nous voyons que

S1 S f1 S Sl et fj(Sl — 81)(I) dz S g,
S9 S f2 S 52 et f;(SQ — 82)(1’) dl‘ S g,

ce qui montre que f; et fy sont intégrables. Le résultat s’en déduit aussitot, puisque

f=f+fe

Exercice VII.10 ChT7-Exercicel0
Soit la fonction f : [0,1] — R telle que 2 < f(z) < 2z, Vo € [0,1]. Donner un
1
encadrement pour [ f(z)dx.



Solution : On a les inégalités
T
2
Nous avons montré dans le paragraphe (Fonction intégrable - définition) que

1
1

/ rdr = —,
0 2

donc

nous déduisons que :

Exercice VII.11 Ch7-Exercicell

Soit une fonction f définie par

5, si0<z<l,
flz)y=¢ 1, siz=1,
2, sil<xz<2.

Cette fonction est-elle intégrable sur [0, 2] ? Calculer alors son intégrale.

Solution : Sur [0, 1[ /2 est intégrable, d’intégrale 1/4. Sur |1, 2], la fonction 2 est
intégrable, d’intgrale 3. La relation de Chasle nous permet alors d’affirmer que la
fonction f est intégrable sur [0, 2], d’'intégrale 9/4.

Exercice VII.12 Ch7-Exercicel?2

Soit la fonction f définie par f(x) = sinz sur 'intervalle [0, 7r]. Par quelle intégrale
peut-on calculer I'aire comprise entre I’axe des x et le graphe de f7

Solution : Cette aire est calculée par l'intégrale

/ sinz dr = [—cosz|j = 2.
0

Exercice VII.13 Ch7-Exercicel3

Soit la fonction f définie par f(xz) = 0 sur [0, 1[U]1,2] et f(1) = 1. Cette fonction
est-elle nulle sur [0,2]? Que vaut f02 f(z)dx? Nous avons pourtant démontré que "si
I'intégrale d'une fonction positive est nulle, cette fonction est nulle”. Ou est la contradic-
tion 7



Solution :

1. Non, cette fonction n’est pas nulle sur I'intervalle [0, 2], puisqu’elle est égale a 1
au point x = 1.

2. Son intégrale se calcule par

/OQf(I)dx—/Olf(x)dx—i—/lzf(x)dx—O—i-O_O

3. Non, il n’y a pas de contradiction avec le théoreme cité, car la fonction f de
I’exercice n’est pas continue. Si nous reprenons la démonstration du théoreme,
nous voyons que le point clé est que f(1) # 0 et pourtant, il n’existe pas de
sous-intervalle [1 — 7,1 4 n] ou f soit non nulle en tout point.

Exercice VII.14 Ch7-Exercicel4d

Montrer en reprenant la démonstration de la proposition (VIL.1.7) que, pour h < 0,
on a

a+h
hlimo %/ f(x)dz = f(a).

h#0
Solution : Pour h négatif, nous pouvons écrire
1 a+h 1 a
E/a f(z)dx = . f(z)de.
Posons alors § = —h. Alors § est positif et nous devons calculer la limite, lorsque § > 0
tend vers 0 de | e
i/ f(z)dz.

La démonstration se poursuit ensuite comme celle de la proposition 7.1.6, avec cette
fois-ci les quantités

m(6) = min f(z)et M(d) = max f(x).

a—d6<z<a a—d6<z<a

Exercice VII.15 Ch7-Exercicelb
Calculer [ t2dt, [ ¢*dt.

Solution : Le théoréeme fondamental de I’analyse nous permet d’exprimer ces
intégrales & I'aide d'une primitive de ¢2. Il vient ainsi

T t3 x 3
/tht:{—] —_—
0 31, 3

De méme




Exercice VII.16 Ch7-Exercicel6

Appliquer le premier théoreme de la moyenne a fow sin x dx. Appliquer le deuxieme
théoreme de la moyenne & [ f(x)sinzdz, ot f est une fonction continue sur [0, 7]
donnée.

Solution :
1. )
/ sinz dr = wsin(f7), avec 0 €]0, 1[.
0

2. Comme la fonction sinus garde un signe constant sur I'intervalle [0, 7], nous
pouvons utiliser le deuxieme théoreme de la moyenne, ce qui donne

/ f(z)sinzdr = f(¢9f7r)/ sinz dx, avec 0 €]0,1].
0 0

Enfin, nous avons déja calculé cette derniere intégrale (exercice VII.12), ce qui
donne

/07T f(x)sinzde = 2f(0;m).

Exercice VII.17 Ch7-Exercicel7
Donner I'inégalité de Cauchy-Schwartz lorsque la fonction f est constante
(f(z) = a, Va € [a,b]).

Solution : L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit dans ce cas

/:ag@)dx < (/j&m) (/:gfz(x)dx)

b 2 b
/ g(z)dz| < (b—a)d? </ g% () d:r;)
soit, apres simplification par «

/abg(x)dx <(b—a) (/abgz(x)d:z:)

Exercice VII.18 Ch7-Exercicel®

1. On suppose f croissante sur un intervalle [a, b], on définit h = b’Ta, x; = a+1th, en
s'inspirant du document VIL.5 sur l'intégrabilité des fonctions monotones, donner
deux fonctions étagées s, et .S, telles s, < f < 5,,.

2. Calculer

2

d’ou

042

2

/abs"(x)d‘”’ /abSn(:c)d;c’ /ab(sn<x>_5n(l'))dx



3. En déduire une majoration de l’erreur correspondante.

Solution : Donnons nous une subdivision de l'intervalle [a, b], en n sous-intervalles, a
I'aide de points z; = a+i(b—a)/n, i =0,...,n. Nous construisons deux familles de
fonctions étagées s, et S, par

{ Va € [z, i, sa(z) = f(23), { Vo €]ry, xi],  Saulx) = f(is),
sn(b) = f(b), Sn(a) = f(a),

ou ¢ varie de 0 an — 1.
Les fonctions étagées s, et S, encadrent alors f et 'on a

b B n—1 b B n—1
[ s =0 g, [ Sue)de =0 S flae)
N i=0 @ i=0

I'intégrale de f est encadrée par celles de s, et S,,.

/absn(x) dr < /abf(:z;) dr < /abSn(l‘) dx

_b—a

/ab(Sn — sp)(z) dz

On obtient une majoration de l'erreur par

(f(b) = f(a)),

n

/ab(f — sn(7)) dz < /ab(sn — sn)(7) dz, /ab(8”<x) ~ f@)de < /:(Sn T

Exercice VII.19 Ch7-Exercicel9

En se servant du théoreme fondamental de ’analyse calculer les intégrales

z 1 1 eq
/2 sinz dz, / x"dx, / z\/z dz, / —dzx.
0 0 0 1 T
Solution :

us 1
1n+1 On+1 1
/ZSinxdx:(—cosg)—(—cos()): : / 2" dr = :
0 0

n+l n+l n+l




Exercice VII.20 Ch7-Exercice20

Calculer les intégrales
b b
/ Inzdzx, / z?e® dx

1. Posons v/ =1, v =Inz, d’ou u =z, v' = 1/z. 1l vient alors

Solution :

T

b b
/lnxdx:[xlnx]g—/ fdx:blnb—alna—(b—a).

2. On fait deux intégrations par parties successives, ce qui donne

b b
/ZL‘2€deL’ = [xQex]Z—/ 2xe” dx (1.1)

b
= [2%"]% — [22e™]" —i—/ 2¢" dx (1.2)
= [2%e” — 2ze” + 2¢7)° (1.3)
= e’(b* =20+ 2) — e(a® — 2a + 2). (1.4)

Exercice VII.21 Ch7-Exercice2l

Calculer les intégrales
1 1 1
Arct
/ Ld:c, / Arctanxdm,/ AranT e
0 1 + CUQ 0 0 ]. + .732

1. La premiere intégrale se calcule par changement de variable. Posons

Solution :

t=o(x) =27
dt = 2xdx,
pour x =0,onat=0,pourx =1, onat=1.
1 1
1 dt 1 1
/ Y gr=2 —— =1+t ==-In2
o 1+ a2 2 )y 1+t 2 2

2. La deuxieme intégrale s’obtient en intégrant par parties. Posons v’ =1 et
v = Arctanz. Il vient u =z et v’ = 1/(1 + 2?), d’ot

i ™

1 1
1
/ Arctan x dz = [zArctan z]j — / de = — — §1n2
0 0

14 a2 4
3. La troisieme intégrale s’obtient par changement de variable. Posons
t = ¢(x) = Arctan (x),
dx

T 1422
pourx =0,onat=0,pourx=1,onat=

dt

us
1

1 s 2
Arct
/ wdx:/‘*tdtzﬂ_.
0 1+I2 0 32




Exercice VII.22 Ch7-Exercice22

Calculer la dérivée de la fonction = — In |z|.

Solution :
1. Lorsque x est positif, In|z| = Inz. Sa dérivée est donc 1/x.

2. Lorsque z est négatif, In |z| = In(—x). Sa dérivée est donc (—1)/(—z) = 1/z.

Exercice VII.23 Ch7-Exercice23

Démontrer le corollaire (VIL.3.1).
Solution :
1. (i) On écrit que

b x % = a, de sorte que lnb—l—lnE =Ina.

b

2. (ii) Par récurrence .
1 1

ln(H a;) =Ina; = Zlnai.

i=1 =1

Supposons la proposition vraie pour ¢ > 1, alors

q+1 q q q+1
ln(H a;) = ln((H a;)ag1) = Z Ina;, + Inag = Z In a;.
i=1 i=1 i=1 i=1

3. (iii) On utilise ce qui précede avec a; = a,i =1,...,p.

=~

. (iv) Si p est négatif, p = —q,a? = aiq, donc

Ina? = —Ina? = —glna =plna

1

5. (v) Il suffit de poser a = (cﬁ)q donc

Ina=g¢qln (a%> .

1\P
6. (vi)Siz e Q,z = £, alors a* = as = (cﬁ) , donc

1 _p
Ina® =pln (aq) =>=lna=xzlna
q




Exercice VII.24 Ch7-Exercice24

1. Pour z réel positif, p et ¢ entiers, on définit la fonction = — z/? comme étant la
fonction réciproque de la fonction z — x?. Montrer que

(ﬁ)p — (2?)s 2 2t

2. Montrer que

Solution :

1\PY4 1\ Pq 1\ 4P 114
(=) ) = () =)} == {eni}
d’ou I'on déduit par passage a la fonction réciproque
(ﬁ)p — (2%)1,
ce qui permet de donner un sens & lexpression z*/4.
lnexp(}—?) =2 _Pe=Ines
q qa g

Exercice VII.25 Ch7-Exercice25

Soient a et x deux réels.
1. Montrer que

ch(a+z)=chachz+shashuz.
2. En déduire par dérivation que

sh(a+x)=chashx +shachzx.

Solution :

1. On développe le second membre en remplacant les cosinus et sinus hyperboliques

par leurs expressions en fonction de e, e™%, e” et e 7.

2. Il suffit de dériver par rapport a x la relation précécente.

Exercice VII.26 Ch7-Exercice26

Soit a un réel strictement positif, z et y deux réels quelconques, montrer que

a” ™V =a" +a¥, a” = (a*)! = (a¥)".
Solution :
1.
am+y _ e(:c+y)lna _ e:):lnaerlna _ e:plnaeylna — a®aY
2.

(ax)y _ (exlna>y _ eyln(ezlna) _ ey:r:lna — g%,




Exercice VII.27 Ch7-Exercice27

Récapituler, les extensions successives de la fonction x®, x étant un réel positif et a
étant un entier positif, un entier négatif, un rationnel, un réel.

Solution :

M.

1. Pour m entier positif ou nul, on pose z° = 1, puis 2" =z
2. Pour m entier négatif, on pose 2 = 1/z7™.

3. Pour m entier, on définit 2'/™ comme fonction réciproque de ™.

4. Pour r = p/q, rationnel, on définit 2", comme expliqué dans l'exercice VII.24.

5. Pour y réel, on définit 2¥ par e®™¥.

N

A chaque étape, on vérifie que

1. La nouvelle définition est une extension des précédentes, c¢’est-a-dire, par exemple,
que pour « = r, la définition de x®, pour « réel, redonne bien " pour r rationnel.

2. Les regles de calcul sont bien conservées, c¢’est-a-dire que

1
20 = goxP (22) = 2P, = —.
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