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IV.1.1 Voisinage d’un point

Exercices :
Exercice A.1.1

Soit D le domaine de définition d’'une fonction f d'une variable réelle. En pratique,
ce domaine est trés souvent constitué de la réunion d'un nombre fini d’intervalles. Nous
allons nous intéresser au comportement de f, lorsque le point = de D se rapproche d'un
point a de R.

Pour faire cette étude, il faut donner un sens précis a cette notion intuitive exprimée
par 'expression ‘se rapproche ’. Ceci nous conduit a introduire la notion de voisinage
de a que nous définissons par :

Définition IV.1.1. On appelle voisinage de a € R toute partie de R qui contient un
intervalle de la forme |a — a, a+a] avec o > 0. On appelle voisinage de a dans D toute
intersection de D avec un voisinage de a dans IR.

Par exemple un voisinage de 0 est | — 1, 1] ou [—1,0.5] ou [—1000,40.001[ mais par
contre [—1,0] n’est pas un voisinage de 0 car il n’existe aucun réel « strictement positif
tel que l'intervalle | — o, af soit contenu dans [—1, 0].

Lorsque 'on parle de limite ou de continuité d'une fonction en un point a, c’est le
comportement de la fonction dans un voisinage de a qui est important et non pas dans
son domaine de définition tout entier. De maniére générale, on dit quune propriété
est locale si elle est vraie dans un voisinage d’un point contrairement a une propriété
globale qui est valable pour tout réel.
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IV.1.2 Définition de la limite

Exercices :

Exercice A.1.2
Exercice A.1.3
Exercice A.1.4

Pour étudier la limite d’'une fonction en « il n’est pas nécessaire que la fonction f
soit définie au point a considéré. Par exemple, il est tout a fait légitime, de s’intéres-
ser au comportement au voisinage de 0, de la fonction de Heaviside, encore appelée
échelon unité définie par :

/0, pour =xz<0,
) = { 1, pour z > 0.

La valeur de H en 0 n’est pas donnée, mais nous allons voir que cela n’empéche absolu-
ment pas ’étude du comportement de H au voisinage de 0

Définition IV.1.2. Soient Q2 un intervalle ouvert de R, a un point de ) et [ une fonction
numérique définie sur () sauf éventuellement en a. On dit que f(x) tend vers | quand x
tend vers a si :

Ve>0,3n>0,VzeQ, {(0<|z—a|l<n) = (|f(z) -1 <e)}. (Iv.1.1)

On dit aussi que 1 est la limite de f en a et on note :
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lim f(z) = L.
r—ra

On obtient une définition équivalente en remplacant les inégalités strictes par des
inégalités larges. Plus précisément, on peut montrer que la définition ci-dessous :

Ve>0,3n>0,VzeQ, {(0<|z—a|<n) = (|f(z) -1 <e)}. (Iv.1.2)

est équivalente a la précédente. L'exemple de la fonction de Heaviside définie plus haut,
montre pourquoi nous avons maintenu une inégalité stricte 0 < |x — a|. C’est nécessaire,
si 'on ne veut pas imposer a la fonction considérée d’étre définie en a.

A titre d’exemple, étudions la fonction numérique définie sur R par : f (x) = \/m .
Montrons qu’elle admet en 0 une limite qui est 0. Comme pour les suites, c’est I'écriture
de la conclusion qui permet de remonter le raisonnement : on choisit un ¢ strictement
positif quelconque et 'on veut trouver un 7 strictement positif tel que :

0<|z| <n) = (0<+]z| <e). (IV.1.3)
Or, on vérifie sans peine I'implication :
(0<|z] <€?) = (0<]|z] <e) (Iv.1.4)

Nous voyons qu’il suffit de prendre n < 2, pour obtenir le résultat.
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IV.1.3 Limites a gauche, a droite, a 'infini

Exercices :
Exercice A.1.5
Exercice A.1.6

Définition IV.1.3. Soient Q) un intervalle de IR, a un point de Q) et f une fonction numé-
rique définie sur ) sauf éventuellement en a. On dit que la fonction f admet une limite
a droite en a s’il existe un nombre | tel que :

Ve>0,3dn>0,Vz e, {(a<z<a+n) = (|f(zx)—1<e)}.

On notera f(a + 0) ou simplement f(a+) la limite a droite.

On définit de facon analogue la limite a gauche de f en a et on notera f(a — 0) ou
simplement f(a—) la limite a gauche. Par exemple la fonction \/z admet en 0 une limite
a droite égale a 0. Ce n’est qu’une limite a droite puisque cette fonction n’est définie que
sur [0, +oo.

De méme, la fonction de Heaviside définie au paragraphe précédent, admet en 0 une
limite a droite, égale a +1 et une limite a gauche égale a 0.

Définition IV.1.4. Soit f définie sur |w,+oo[, on dit que f(x) tend vers |l quand x
tend vers +oo si :

Ve>0,dJA>w, {(z > A) = (|f(z) =1 <e)}. (IV.1.5)

7 > >
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On dit aussi que 1 est la limite de f a Uinfini et on note :

lim f(x) =1.

r—+ 00

De méme, si f est définie sur | — oo, w|, on dit que f(x) tend vers | quand x tend

vers —oo Si :
Ve >0, JA<w, {(z< 4) = (|f(zx) =1 <e)}. (IV.1.6)

A titre d’exemple, montrons que, quel que soit entier p positif, 1 /xP tend vers 0
quand z tend vers I'infini. Nous voyons en effet que si nous posons, pour ¢ strictement

positif donné, A = {/(1/¢) alors :

(&> A) = ((;p><€>

Proposition IV.1.1. Une fonction numérique f, définie dans un voisinage de a € IR,
admet une limite en a si et seulement si f admet une limite a droite et une limite a
gauche en a qui sont égales.

La démonstration est laissée en exercice.

Limites a
gauche, a
droite, a
Pinfini
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IV.1.4 Caractérisation de la limite par les suites

Exercices : Documents :
Exercice A.1.7 Document C.1.1

Théoreme IV.1.1. Soient a € R, Q un intervalle ouvert contenant a et f une fonction
numérique définie sur Q\{a}.
Une condition nécessaire et suffisante pour que lim f(xz) = ( est que : quelle que soit
r—a
la suite (z,), si (zy) converge vers a, et si Yn € N, x, € Q\{a}, alors la suite (f(z,))
converge vers l.

lirf Ty =a
lim f(z) =0 <= | V(zn) S et = lir+n flxn) =4

Vn € N, z, € Q\{a}

Démonstration - Tout d’abord, remarquons que lorsqu’'une suite (z,,) tend vers a, elle
ne parcourt qu'un ensemble discret, c’est-a-dire indexé par IN, de valeurs. Au contraire,
lorsque x tend vers q, il parcourt toutes les valeurs réelles au voisinage de a. La conver-
gence pour x — a est donc une propriété beaucoup plus forte que la convergence lorsque
T, — a. Le théoréme est quand méme vrai, comme nous allons le démontrer, parce que
nous demandons que la convergence de (f(z,)) vers [ soit effective pour n’importe
quelle suite (z,) convergeant vers a.
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La démonstration d’'une condition nécessaire et suffisante comporte toujours deux
parties. La condition suffisante est démontré dans le document référencé. Nous allons
montrer que la condition est nécessaire. Supposons donc que

lim f(z) = 1.

Cela s’écrit
Ve>0,3dn>0,VeeV, (0<|zx—al<n) = (|flx)—1 <e). (IV.1.7)

Soit maintenant, (z,) une suite convergeant vers a, vérifiant en outre z,, # a. Cela
s’explicite en

Vn>0,INeN, VneN, (n>N) = (0< |z, —a| <n). (IV.1.8)
En regroupant (IV.1.7) et (IV.1.8), nous voyons que
Ve>0,INeN,Vne N, (n>N) = (|f(zn) =1 <e).

ce qui montre bien que, quelle que soit la suite (x,,) convergeant vers a, la suite (f(x,))
converge vers .

Le théoréeme nous donne un moyen de démontrer que f(xz) n’admet pas de limite en
a : il suffit en effet d’exhiber une suite (x,,) qui tend vers a et telle que f(x,) ne converge
pas. De méme, si 'on exhibe une suite (z,) qui tend vers a et telle que f(z,,) ne tend pas
vers [, alors f ne tend pas vers [ quand z tend vers a.
On a des caractérisations analogues pour les limites a droite (ou a gauche) et les limites
a l'infini de f :

<<« 10 > >
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- Une condition nécessaire et suffisante pour que f admette une limite a
droite de a égale a [ est que, quelle que soit la suite (z,,), si lirf zn, = a et x, > a, alors
n—-—+:od
lim f(z,) =1I.

n—-+o00
- Une condition nécessaire et suffisante pour que f admette une limite égale

a ! quand z tend vers +oo est que, quelle que soit la suite (z,) tendant vers +oo, on ait
lim f(z,)=1I.

n—-+o00

Proposition IV.1.2. La limite d’une fonction en un point, si elle existe, est unique.

Démonstration - Supposons qu’il existe deux limites [ et [ et soit une suite quelconque
(zn) qui tend vers a. Le théoreme précédent dit que la suite f(z,) tend vers [ et vers

I. Nous savons que c’est impossible puisque nous avons démontré que la limite d'une
suite est unique.

<<« 11
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IV.1.5 Propriétés des limites liées aux comparaisons des fonctions

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.8 Exemple B.1.1
Exercice A.1.9

Exercice A.1.10

Les définitions rigoureuses sont indispensables pour montrer certaines propriétés :

Proposition IV.1.3. Soient a € R, Q2 un intervalle ouvert contenant a et f une fonction
numérique définie sur Q\{a}. Si f admet en a une limite | > 0, alors il existe un intervalle
ouvert €Y contenant a tel que :

vz € Q'\{a}, f(z) > 0.
Démonstration - On sait que Ve > 0, on peut trouver n > 0 tel que :
VeeQ O<|z—al<n = l-e< f(z)<l+e¢)

11 suffit de choisir ¢ vérifiant [ — ¢ > 0 alors si on définit Q' = QNja — 1, a + n[, on obtient
le résultat. Nous pouvons choisir par exemple ¢ = [ /2.

Proposition IV.1.4. {Théoremes de comparaison} Soit <) un intervalle ouvert conte-
nant a. Soient fi1, fa, f et g des fonctions définies sur Q\{a}.

12 > >
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Si
lim f(z) = o, lim g(z) = fet Vo€ Q\{a}) f(z) < g(a).

alors o < (3.
Si
lim fi(z) =1, lim fo(z) = let Vo€ Q\{a}), fi(z)< f(z) < fola),

alors lim f(x) = l. Cette propriété est souvent appelée théoréme des gendarmes.
r—a

. Si

lim g(z) = 0et Vo e Q\{a}) |f(z)| < g(x),

r—a

alors lim f(x) = 0.

4. Si f est bornée et si lim g(x) = 0, alors lim f(z)g(x) = 0.
T—a r—a
Démonstration -
1. On utilise le résultats sur les suites : quelle que soit la suite (z,) convergeant vers

<<«

a, telle que z,, € Q\{a}, les deux suites (f(z,)) et (¢(z,)) sont convergentes res-
pectivement vers « et 3, et vérifient f(z,) < g(x,). Le résultat sur la comparaison
des limites des suites permet de conclure.

Attention! Méme si f(z) < g(x), Vo € Q\{a}, on a encore o < 5. Par exemple,
nous avons vu que pour tout x €]0, 5[, on a T . Lorsque I'on passe a la limite
z

en 0, on obtient donc 1 < 1 et non pas 1 < 1. Le passage a la limite ne conserve
pas l'inégalité stricte.

13 > >
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2. Quelle que soit la suite (z,,) convergeant vers qa, telle que z,, € Q\{a}, on doit

Propriétés
montrer que f(x,) converge vers [. des limites
Pour ce faire on utilise les propriétés suivantes liées aux

comparaisons
on € D\{a} = fizn) < f(2n) < fo(an) des fonctions
lim fi(x) =1= lim fi(z,) =1
r—a n—oo
lim fo(x) =1= lim fo(zy,) =1
r—a n—oo
Le théoreme de comparaison des suites permet de conclure que f(x,) converge
vers .
3. On utilise le théoréme des gendarmes : —g(z) < f(z) < g(z).
4. On utilise le point précédent : | f(z)g(x)| < M|g(z)|.
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IV.1.6 Opérations sur les limites

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.11 Exemple B.1.2

Théoreme IV.1.2. Soient f et g définies dans un voisinage de a (sauf éventuellement en
a) telles que lim f(x) = aet lim g(z) = 3, avec a fini, alors
T—a r—a

L lim f(z) +g(z) = a + 5,
2. lim f(2)o(s) = af
3. 1im 1®)

m—= = g, sous la condition que 3 # 0.
z—ag(z) f

Ce théoreme peut se généraliser au cas ot x tend vers l'infini.

Démonstration - C’est une conséquence immédiate du théoréme de la caractérisa-
tion des limites par les suites, puisque toutes ces propriétés ont été démontrées sur les
limites des suites.

Concepts
Théoreme IV.1.3. Soit Q2 un intervalle ouvert contenant x, soit f définie sur Q\{zo} ¥
Soit ' un intervalle ouvert contenant vy, et soit g définie sur €)'
On suppose Exemples
Exercices
Im f &, lim f(z) =yo, lim g(y) =20, et g(y0) = 20, Documents
—Z0 —Yo0
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alors . Opérations
11m o ) = 2p. . .
z_,wo(g ) =2 sur les limites
Les théoremes précédents sont trés importants, car ils permettent dans la pra-
tique de ramener I’étude d’'une limite a des cas déja connus ou obtenus dans un calcul
précédent, sans avoir a remonter chaque fois a la définition, avec des ¢, 1. ..
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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IV.1.7 Définition des limites généralisées

Exercices :
Exercice A.1.12

Le nom abusif de "limites généralisées" concerne les fonctions qui tendent vers oco.

Définition IV.1.5. Soient Q2 un intervalle ouvert de R, a un point de <) et f une fonction
numérique définie sur ) sauf éventuellement en a. On dit que f(x) tend vers +oo
quand x tend vers a si :

VA>0,3dn>0,Ve e, {(0<|z—a|l<n) = (f(z)>A)}. (Iv.1.9)
Soit f définie sur |w, +oo[, on dit que f(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo si :
VA>0,3B>w, {(x > B) = (f(z)> A)}. (IV.1.10)

Il est incorrect (et dangereux) d’écrire lim f(z) = +oo car il ne s’agit pas d’'une limite
r—a
dans R et que les propriétés sur les combinaisons de limites ne seront pas toujours
valables. Aussi vaut-il mieux écrire

f(z) —» oo quand x — a, f(z) — +oo quand z — +oc.

Toutefois, cet abus d’écriture est toléré quand il n’y a pas de risque d’ambiguité dans le
contexte ou 'on se trouve.

Ces définitions s’étendent sans probleme a —oo puisque si f(z) — —oo alors —f(z) —
+00.
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IV.1.8 Opérations sur les limites généralisées

Exercices :

Exercice A.1.13
Exercice A.1.14
Exercice A.1.15

Théoreme IV.1.4. Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a et telles que
g(x) — 400 quand x — a.

1. si f est bornée au voisinage de a, alors lim féxi =0,
z—a g(x

2. si f est minorée au voisinage de a, alors f(z) + g(x) — +o00 quand x — a,

3. si f est minorée, au voisinage de a, par un réel strictement positif, alors f(x)g(x) —
+o00 quand r — a,

4. si lim f(z) =0et f(x) > 0dans un voisinage de a, alors
r—a

—— — t+oo quand x — a.
x

f( ) Concepts
Démonstration -
1. Soit € > 0, alors il existe n > 0 tel que : Exemples
Exercices
O0<|z—al<n) = (g9(x)> é) Documents
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Or sig(z) > %, alors g(xz) > 0 et donc 0 < ﬁ < ¢ ce qui démontre le résultat si Opérations
f = 1. Le cas f bornée s’en déduit aisément. sur les limites
2. Puisque la fonction f est minorée, il existe m tel que f(x) > m au voisinage de a. généralisées

Soit A > 0 donné, si on définit A’ = max(1, A—m), alors A’ > 0, donc il existe n > 0
tel que :

O0<|z—al<n = (g(z) >A">A-m) = f(z)+g(x)>A—m+m=A,

d’ou le résultat.
3. La démonstration est trés semblable a la précédente, elle est laissée en exercice.

4. Ona:
Ve>0,3Im >0, {(0<|z—a|l<m) = (f(z) <e)}.

Iz >0, {(0 <[z —af <m) = (f(z)>0)}.

Donc

Ve > 0, Iy = min{y, m}, {(0<yx—a|<n) S (0<fl@)<e) = <o<1<1)}.

e f(z)
Donc VA > 0, posons ¢ = %, si on choisit 77, 72,7 comme précédemment, on a donc
1 Concepts
O<|xr—al<n) = <A<>}.
{o<te=d<n @)

On doit faire bien attention aux hypotheses de la proposition IV.1.4. Les opérations Exemples
Exercices
oo 0 Documents

—y =, 00—o00, 0.00
o 0
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ne sont pas licites, car peuvent donner lieu a des résultats tres différents selon les
cas. On dit que ce sont des formes indéterminées. Vous verrez en exercice quelques
exemples d’indéterminations.

<<« 20
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IV.2.1 Définition de la continuité

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.16 Exemple B.1.3
Exercice A.1.17

Définition IV.2.1. Soient 2 un intervalle de R et f une fonction définie sur Q. On dit
que f est continue au point a € Q) si:

Ve>0,3dn>0,VeeQ, {(lx—al<n) = (|f(x)— fla)] <e)}. (Iv.2.1)
On dit que f est continue a droite en a si :
Ve>0,3dn>0,Vz e, {(a<z<a+n) = (|fx)— fla) <e)}. (Iv.2.2)
On dit que f est continue a gauche en a si :
Ve>0,3In>0,Vr e, {(a—n<z<a) = (|f(zx)— fla)] <e)}. (Iv.2.3)
Enfin on dit qu’une fonction est continue sur  si elle est continue en tout point de .

Dans cette définition, le nombre n dépend de ¢ et en général de a.
Par exemple, étudions la continuité de la fonction f définie par f(z) = 2. Nous
avons :
fla+h)— f(a) = (a+ h)> — a® = h(3a® + 3ah + h?).

22 > >
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Soit a > 0 fixé, alors pour |h| < «, nous pouvons écrire : Définition de
1302 + 3ah + h?| < 3a® + 3|aja + o? salcontniLe

Soit M = 3a% + 3|aja + o et soit € > 0 donné, alors si nous prenons 1 = min{a,e/M},
nous déduisons de ce qui précede que :

(Ial <m) = (l(a+h)>—a®| < M|A| <e).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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IV.2.2 Continuité et limite

Exercices :
Exercice A.1.18

Proposition IV.2.1. Une fonction f est continue en a € S si et seulement si f admet une
limite en a égale a f(a). Une fonction f est continue a gauche (resp. a droite) en a si et
seulement si f admet une limite a gauche (resp. a droite) en a égale a f(a).

Démonstration - Ceci provient directement des définitions de la limite et de la conti-
nuité d'une fonction en un point. Ceci donne aussi de maniere évidente les résultats
suivants :

Proposition IV.2.2. Une fonction f est continue en a si et seulement si elle est continue
a droite et continue a gauche en a.

Théoreme IV.2.1. Une fonction f, définie sur un intervalle 2, est continue au point
a € () si et seulement si pour toute suite (z,,) d’éléments de ) convergeant vers a la suite
(f(xy)) converge vers f(a), c’est-a-dire :

lim f(z,)=f( im z,)= f(a). (Iv.2.4)

n—-400 n—-4o00

On peut montrer, en utilisant ce théoreme, que la fonction 2? est continue au point
a € R. En effet, soit (z,,) une suite convergeant vers a, alors on sait que le produit des

24 > >

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section a suivant »

p suites (z,) converge vers le produit des limites soit a? et on a donc : Continuité et

lirf flzn) = 1in1 (2,)P = a” = f(a). limite

Notons au passage que la définition rigoureuse de la fonction x?, pour p entier naturel
se fait par récurrence :

2 lorsque p =1,
xP~ 1z, lorsque p > 1.

Il en va de méme de la démonstration de la convergence de la suite (2},),cn.
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<<« 25



<« précédent section a suivant »

IV.2.3 Opérations sur les fonctions continues

Exercices : Cours :
Exercice A.1.19 Continuité et limite

Les résultats de ce paragraphe se déduisent de maniere immédiate des propriétés
sur les limites du paragraphe référencé.

Théoreme IV.2.2. Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a et conti-
nues au point a. Alors

1. la fonction f + g est continue au point a,

2. pour A € R, la fonction \f est continue au point a,

3. la fonction fg est continue au point a,

4. si g(a) # 0, la fonction ; est continue au point a.

Corollaire IV.2.1. Si f et g sont continues sur ), alors f + g, \f, fg sont des fonctions
continues sur ) et é est continue en tout point ot g ne s‘annule pas.

La fonction identité (x — z) est évidemment continue. On en déduit que les poly-
nomes sont des fonctions continues, les fractions rationnelles sont continues partout
sauf aux points annulant le dénominateur.

Théoreme IV.2.3. Soit [ une fonction définie dans un voisinage de a et continue en a.
Soit g une fonction définie dans un voisinage du point b = f(a) et continue en b. Alors
g o f définie dans un voisinage de a et est continue au point a.
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Démonstration - f est définie sur un voisinage de a donc il existe > 0 tel que f soit
définie sur |a — o, a + af.
g est définie sur un voisinage de b donc il existe 5 > 0 tel que g soit définie sur

D’autre part puisque f est continue en a
I >0,V €la—a, ataf, {(lx—af <n) = (If(z) - fla)| < B)}.

Posons ap = min(a, 1), alors Vo €la—ap, atao|, |f(z)—f(a)| < B donc f(x) €]b—0, b+0]
donc g o f est définie pour tout = appartenant a Ja — ag, a + «ag].

Pour montrer que g o f est continue, il suffit alors d’utiliser le théoréme (IV.1.3) sur
les limites.

lim f(z) = f(a), lim g(y) = g(f(a))

r—a y—f(a)
donc
lim g o f(z) = go f(a).

r—a
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IV.2.4 Théoreme de la valeur intermédiaire

Exercices :
Exercice A.1.20
Exercice A.1.21

Ce théoreme formalise la propriété intuitive que lorsque l'on trace au crayon une
courbe représentant une fonction continue sur un intervalle, on n’a jamais besoin de
lever le crayon. Mathématiquement, cette propriété est intimement liée a la structure
de R, en particulier a la propriété de la borne supérieure.

Proposition IV.2.3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de TR.
Soient a et b deux points de I tels que a < bet f(a)f(b) < 0. Alors il existe au moins un
c €la, b tel que f(c) = 0.

Démonstration - Pour fixer les idées supposons que f(a) < 0 et donc f(b) > 0. Consi-
dérons I'ensemble
G={z€lab]; f(z)<O0}.

G n’est pas vide (il contient au moins a), il est majoré par b, il possede donc une borne
supérieure ¢ < b. D’autre part puisque a € G,a < c.

En conséquence, il existe une suite (z,) d’éléments de G telle que z,, — ¢, et donc
f(zn) — f(c). Comme f(z,) <0,ona f(c) <O0.
Supposons que f(c) < 0.

Comme f est continue en ¢, il existe un n > 0 tel que f(z) < 0six €]c —n, c+ 7|
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Puisque f(b) > 0,b ¢]c—n, c+ 7], de plus ¢ < b donc c+n < b. Posons 9 = c+ £ alors
a<c<zyg<c+n<b, f(xg) <0,donc zy € G, d’autre part zy > ¢, ce qui est impossible
puisque c est la borne supérieure donc majorant de GG, donc f(c) = 0.

Corollaire IV.2.2 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit [ une fonction dé-
finie et continue sur un intervalle I de IR. Soient a et b deux points de I tels que a < b.
Alors, quel que soit le réel k strictement compris entre f(a) et f(b), il existe un c €la, b| tel

que f(c) = k.

Démonstration - Supposons f(a) # f(b) et soit k strictement compris entre f(a) et
f(b) (si f(a) = f(b), k n’existe pas). On applique la proposition précédente a la fonction
g(z) = f(x) — k. En effet,

est strictement négatif, puisque £ est strictement compris entre f(a) et f(b). On peut
ainsi appliquer le lemme précédent qui dit que

de €la,b[: g(c) =0, soit f(c)=k.
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IV.2.5 Fonctions continues sur un segment

Exercices : Documents :
Exercice A.1.22 Document C.1.2

Proposition IV.2.4. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de .
Alors, 'image de I par f est un intervalle de R.

Démonstration - On utilise le fait qu'un sous ensemble J de IR est un intervalle si et
seulement si :

Y(y1,92) € J*, [y1,y2] C J.

Posons J = f(I) et soient y; et y» deux points distincts de J, alors il existe x; et o dans
I tels que y; = f(x1) et y2 = f(x2). Comme y; # y2 on a z1 # x2 (par définition de la
notion de fonction). On peut alors appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires qui
nous dit que pour tout y strictement compris entre y; et y- il existe un x strictement
compris entre 1 et x2 donc appartenant a I tel que f(x) = y, ce qui signifie bien que
y € J, cest-a-dire que [y1,y2] C J et donc que J est un intervalle.

Théoreme IV.2.4. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction définie
et continue sur |a,b]. Alors, l'ensemble f([a,b]) admet un plus grand élément et un plus
petit élément, c’est-a-dire il existe x1 et x4 appartenant a [a, b] tels que :

Ve € o], f(z1) < f(@) < f(a).
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La démonstration, assez technique, est donnée dans le document référencé. By

continues sur

Théoreme IV.2.5. Soit f une fonction définie et continue sur un segment |a,b|. Alors,
un segment

l'image de [a,b] par f est un segment [a,b] : f([a,b]) = [a, D).

Démonstration - D’apres le théoreme précédent, il existe xi,z2 € [a,b] tels que
f(la,b]) C [f(z1), f(22)].

D’apres la proposition (IV.2.4), 'image de l'intervalle [a, b] par f est un intervalle J :
J = f([a,b)).

x1 € [a,b] donc f(x1) € J.

x2 € |a,b] donc f(x2) € J.

J est un intervalle, donc [f(z1), f(z2)] C J.

Par double inclusion on obtient J = [f(z1), f(x2
un intervalle fermé borné. En posant & = f(z1), b
nonceé.

)]. Ce qui démontre que f([a,b]) est
= f(z2), on obtient le résultat an-
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Exemples
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Documents
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IV.2.6 Prolongement par continuité

Exercices :
Exercice A.1.23

Définition IV.2.2. - (Prolongement par continuité)

Soit a € (), soit f une fonction définie et continue sur Q\{a}, on suppose que | =
lim f(z) existe, alors on peut définir une fonction f sur 2 par :

{ voeO\{a}, f()=f(a),
fla) =1
La fonction f continue sur () est appelée prolongement de [ par continuité.

Ainsi, par exemple, la fonction ST est continue sur IR\O et admet en 0 une limite :
X

. sinx
lim =1.
z—0 X

On peut donc la prolonger par continuité sur IR tout entier en définissant la fonction f

par:
sin x

Vz e R\0, f(z)= ot
f(0)=1.
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Par contre, la fonction f(x) = sin(1/z), définie continue sur IR* ne peut pas étre prolon-
gée par continuité en 0.
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IV.2.7 Continuité uniforme

Cours : Documents :
Continuité - définition Document C.1.3

La fonction f : x — 1/ est continue sur |0, 1] puisque l'on a pour tout a > 0:

axr

Ve >0, In > 0, {\x—a\ <n=|f(x)— fla)| = = — dl <5}.
Il suffit en effet de prendre un 7 tel que

i

a—n>0et ——
a(a —n)

a2
<eg, soit n < min (e ,a | .
( 1+ ae )
On voit donc que, ¢ étant fixé, la valeur de 1 décroit avec la valeur de a. De facon
un peu imagée on peut dire que, quand a tend vers 0, la fonction f(z) est de ‘moins en
moins continue’. Il s’agit donc d'un exemple ou pour ¢ donné le nombre 1 dépend de ¢, ce
qui est normal, et du point ¢ en lequel on étudie la continuité. Ce qui suit a pour objet
de formaliser le cas ou précisément 7 ne dépend pas de a. Concepts

Définition IV.2.3. On dit qu’une fonction f : Q@ — IR continue est uniformément

continue sur Q) si : Exemples
Exercices
Ve >0, 3n >0, Y(z,y) € 2, {(lt —y| <n) = (If(x) - f)| <e). Documents
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Etudions a titre d’exemple, la fonction f(z) = z2 sur lintervalle Q =]a,b[. Nous

avons |2° — y%| = |z — y||z + y|
et pour (z,y) € [a,b]* on a |z + y| < |z] + |y| < M = 2max{]al, [b]}.
Alors, pour € > 0 donné, on prend 7 = £/M et on en déduit que pour |z —y| <nona:

&

MM:E

2% — 2| <l +y| <
ce qui démontre bien la continuité uniforme.
Remarquons au passage que le raisonnement est possible car I'intervalle ]a, b[ est
borné. En particulier la fonction f(z) = 22 n’est pas uniformément continue sur ]a, +oo|.
Il est clair qu'une fonction uniformément continue est continue. Par contre, la réci-
proque est fausse en général. Le théoreme suivant, que nous admettons, montre qu’elle
est exacte pour des fonctions définies et continues sur un intervalle fermé borné de IR.

Théoreme IV.2.6. (Théoréeme de Heine) Une fonction continue sur un intervalle fermé
borné [a,b] y est uniformément continue.

Ce théoreme, tres important, est faux si I'intervalle sur lequel f est définie et conti-
nue n’est pas fermé ou n’est pas borné. Par exemple, nous venons de voir que la fonction
f(z) = 1/x est continue sur l'intervalle |0, 1], mais elle n’est pas uniformément continue
sur cet intervalle. De méme, la fonction f(r) = 22 n’est pas uniformément continue sur
R.
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IV.2.8 Fonctions strictement monotones

Exercices :
Exercice A.1.24

Proposition IV.2.5. Soit f une fonction strictement croissante (resp. décroissante) défi-
nie sur un intervalle I de R, soit J = f(I). Alors f est bijective de I sur J. Lapplication
réciproque ! est strictement croissante (resp. décroissante) sur J.

Démonstration -

— (1) f bijective. L'application [ est surjective de I sur J par définition de J, on
peut montrer en exercice qu’elle est injective sur I, donc elle est bijective de I sur
son image J, elle admet donc une application réciproque .

— (ii) Monotonie de f—'. Placons-nous dans le cas oul f est strictement croissante,
le cas décroissante se traitant de maniére analogue.

On doit montrer que

vy €, y>y = ) > ),
ce qui est équivalent a Concepts

vy, v €J, fHy) <) =y <y,

Or f est strictement croissante donc croissante on a donc bien Exemples
Exercices
vyy' e d, ) ST S W) S W) =y <y Documents
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Proposition IV.2.6. Soit f une fonction continue strictement croissante (resp. décrois-
sante) définie sur un intervalle ouvert Q) de R, soit Q' = f(Q). Alors Q' est un intervalle
ouvert.

Démonstration - On suppose que f est strictement croissante, le cas décroissante
se traite de facon analogue. Puisque f est continue, ()’ est un intervalle, montrons que
c’est un intervalle ouvert

yo € Q' = Jzo € Q, yo = f(wo).

Q2 est un intervalle ouvert, donc 3o > 0, |zg — «, 29 + a[C Q.
On note

(8% (87
yl—f<l’o—§),92—f<$o+§>-
f est strictement croissante donc 1 < yg < y2.

xo—%eQ, donc 1y, € .

mo—i—% € Q, donc y5 € .

Y est un intervalle donc [y;, 2] C €/, done Jy;, y2[C
On vient de démontrer que pour tout 1y, appartenant a ¢/, il existe un intervalle
ouvert |y, yo[ tel que yo €]y1, y2[ et |y1, y2[C €, donc Q' est un intervalle ouvert.

Proposition IV.2.7. Soit f une fonction définie, continue et strictement croissante (resp.
décroissante) sur un intervalle ouvert Q2 de R. Soit Q' = f(Q2). Alors, f admet une fonction
réciproque g définie, continue et strictement croissante (resp. décroissante) de Q' sur Q.

Démonstration - Placons-nous dans le cas ou f est croissante, le cas f décroissante
se traitant de maniére analogue.
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Soit yo € Q' et 29 I'unique élément de Q tel que yo = f(w0) < z0 = f(yo), il faut
montrer que pour tout £ > 0, il existe 7 tel que :

vye, (w—n<y<w+n = (Fw) -e<f Y <f () +e).
Or, si n est donné par
n = min{ f(zo) — f(xo —¢), f(zo+e)— f(zo0)}

alorson a:
(o—n<y<wyo+n = (flzo—¢) <y< flzo+e)).

Et en appliquant f~! aux trois membres de cette double inégalité, on a, grace a la
monotonie croissante de cette fonction :

zo—e < [ (y) < mo+e.

C’est le résultat désiré.
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Exercice A.1.1 Ch4-Exercicel

Montrer que l'intersection d'un nombre fini de voisinages de a est un voisinage de a.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.2 Ch4-Exercice2

2 _
Soit la fonction f définie sur R — {—1} par f(z) = i i 11
xT

limite en z = —1.

, montrer qu’elle admet une

retour au cours

Solution
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Exemples
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Documents
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Exercice A.1.3 Ch4-Exercice3

Montrer, en utilisant la compatibilité de la multiplication avec la relation d’ordre <,
que :
Ve e RY, Ve e RY, (z<¢) < (22 <€?)

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch4-Exercice4

Montrer que la fonction 2 — 22 admet pour limite 0 en z = 0.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.5 Ch4-Exerciceb
1
On considére la fonction z4/1 + —, définie sur IR*. Montrer qu’elle admet en 0 une
x

limite a droite égale a 1 et une limite a gauche égale a —1, mais qu’elle n’admet pas de
limite en 0.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch4-Exercice6

Montrer que f admet une limite en « si et seulement si f admet une limite a gauche
et une limite a droite en a qui sont égales.

retour au cours

Solution
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Documents

47



<« précédent section a suivant »

Exercice A.1.7 Ch4-Exercice7

1 . .
Soit la fonction x(/1 + —;, définie sur R*. Trouver une suite (z,,) qui tend vers 0 et
x

1 . .
telle que (f(zy)) ne tend par vers 1. En déduire que lir% z\[1+ = (si elle existe) est
Tr—r
différente de 1.

retour au cours

Solution
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Exemples
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Documents
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Exercice A.1.8 Ch4-Exercice8

En utilisant le théoréme des gendarmes, montrer que hH(lJ sinz = 0.
€r—>

retour au cours

Solution
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Documents
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Exercice A.1.9 Ch4-Exercice9

1. On suppose que 11519 g(z) = 0 et que |f(z)| < g(x) pour x > A > 0, montrer que
T—>1T00
Jim  f(z) =
2. Soient trois fonctions f1, f2 et g telles que fi(z) < g(z) < fa(z) pour z > A > 0. Si
f1 et fo ont méme limite [ a I'infini, montrer que hI_P g(z) =1
T—1T00
3. En déduire que lim Rl
zotoox +2
retour au cours
Solution
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Exercice A.1.10 Ch4-Exercicel0

On suppose que la fonction f est strictement négative (resp. positive) au voisinage
d’un point a, quel est le signe de la limite de f au point a ? Donner un exemple de chacun
des cas.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.11 Ch4-Exercicell

Sachant que lin%) sinz = 0, calculer lim cos x en utilisant la composition des fonctions.
xT—>

x—0

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.12 Ch4-Exercicel2

Montrer que /r — 400 quand x — +oo.

Solution

retour au cours

suivant »
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Exercice A.1.13 Ch4-Exercicel3

Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a et telles que g(z) — +o0
quand z — a. Montrer que si f est minorée, au voisinage de a, par un réel strictement
positif, alors f(x)g(z) — +o0o quand z — a.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.14 Ch4-Exercicel4

Soit f telle que lim f(z) =1 avec ! > 0.
Tr—a
1. Montrer, en utilisant la définition de la limite qu’il existe n > 0 tel que si 0 <
|z — a| < nalors f(z) > L.
2. On suppose que g(z) — +oo quand = — a, montrer que f(z)g(z) — +oo quand
x — a.

3. Montrer que les résultats précédents sont encore valables quand z tend vers I'in-

fini.
] p .. 1
4. Appliquer ce résultat pour calculer la limite de ; + 1 e’ quand x — +oc.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.15 Ch4-Exercicel5

Voici quelques exemples d’indéterminations que vous allez traiter.

f(x)

(}) Soit f(z) = 2%, g(z) = 2P, ol « et 3 sont deux réels positifs. Donner lim @ en
r— g X
fonction des valeurs de « et (.
(2) Inspirez-vous du cas (%) pour trouver un exemple.

(00 — o0) Soit f(z) = z, g(xz) = = — h(z). Il est clair que le comportement de (f — g)(z)
quand z — +oo peut étre trés différent selon celui de la fonction A. Trouver une
fonction % qui tend vers +oo quand x — +o0, telle que g tend aussi vers +oco quand
r — +00.

(0 x ©) Comment peut-on se ramener a la forme (8) ?

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.16 Ch4-Exercicel6

En utilisant le fait que sin z et cos z sont continues en 0, montrer que sin z est conti-
nue en tout point a € R.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.17 Ch4-Exercicel7

Ecrire la définition de : f n’est pas continue au point a. Montrer alors que la fonction
de Heaviside H définie par H(z) = 0 pour z < 0 et H(z) = 1 pour z > 0 n’est pas
continue en 0, quelle que soit la valeur qu’on lui attribue au point z = 0.

retour au cours

Solution

Concepts
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Documents
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Exercice A.1.18 Ch4-Exercicel8

Démontrer en utilisant les suites que la fonction définie par
O0siz=0
f(x)_{ lsiz#0
n’est pas continue en 0.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.19 Ch4-Exercicel9

Connaissant la continuité des fonctions élémentaires montrer que, par exemple, les
o o i o o o
fonctions sin2?, e, In(2? + 1), ... sont des fonctions continues en tout point de RR.
Construire des fonctions continues assez compliquées. ..

retour au cours
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Exercice A.1.20 Ch4-Exercice20

Soit p(z) un polynéme de degré impair a coefficients réels. En utilisant le fait que
p(z) — +oo quand x — +oo, montrer qu’il existe a et b tels que p(a) > 0 et p(b) < 0. En
déduire qu'un polynéme de degré impair a au moins une racine réelle.

retour au cours
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Exercice A.1.21 Ch4-Exercice21

On suppose que a < b, soit f une fonction définie et continue sur un segment [a, 0],
a valeurs dans ce segment. Montrer que f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe
x € [a,b] tel que f(z) = =.

retour au cours
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Exercice A.1.22 Ch4-Exercice22

Quelle est I'image du segment [—g, g] par sin z, par cos z ?

retour au cours
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Exercice A.1.23 Ch4-Exercice23

. . 1-—
Peut-on prolonger par continuité la fonction e en(07?
T
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Exercice A.1.24 Ch4-Exercice24

Montrer que si f est une fonction strictement monotone définie sur un intervalle I,
alors elle est injective.

retour au cours
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Exercice A.2.1 TD4-Exercicel

Les fonctions suivantes admettent-elles une limite ? Si oui laquelle ?

f(x) =z +2— 22+ 4z quand = — o0, (rép : oui, 0),

1 1 1 1 .
f(a:):\/2++1—\/2+—1quandx—>0,(rép:ouz,0).
X X X X

Aide T Aide 2
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Exercice A.2.2 TD4-Exercice2

Etudier les limites suivantes :

3/_9 1
1. RV quand z — 400
r+1
2. /e quand x — +00
z+x+ T
Vi+xr—1 X
3. s 1 quand =z — 0, (poser a = /1 + z.)
T
1 1
5. — quand z — 0.

sinz tanz
(1 —cosz)sinz

5 quand z — 0.

x tan®x

Question 1 Aide 1
Question2  Aide 1 Concepts
Question 3  Aide 1
Question4 Aide 1

Question 5 Aide 1 Exemples
Question 6 Aide 1 Exercices
Documents
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Exercice A.2.3 TD4-Exercice3

Etudier la limite en 0 des fonctions suivantes :

1. f(x) :sin% siz #0, f(0) =0,
2. f(x) :xsiné siz#0, f(0) =0,

3. f(x) = xQSin% siz #0, f(0)=0,

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1
Question 3 Aide 1
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Exercice A.2.4 TD4-Exercice4

T

]

1-—2z+—
x

Soit f(z) = , étudier la limite de f en tout point z de IR.

Sommaire
Concepts
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Exercice A.2.5 TD4-Exercice5

1. Montrer que si f définie sur D C R admet une limite en z, alors la fonction |f|
admet une limite en z(y. Laquelle ?

2. Montrer que la réciproque est fausse.

Question 1 Aide 1
Question2 Aide 1
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Exercice A.2.6 TD4-Exercice6

Soit f une fonction continue sur R telle que liIJ]rn f(z) = +occet lim f(x) = —o0.
T— 100 r——0Q0

Montrer que I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution réelle. En déduire que
tout polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle.

Aide 1

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.7 TD4-Exercice7

I
8

1. Soit f : [a,b] — [a,b] une application continue, montrer que 1'’équation f(z)
admet une solution (au moins). Cette solution est-elle unique ?

2. Soit f : [a,b] — [a,b] une application continue qui vérifie :
Vzi,za € [a,b], 1 # z2 = |f(z1) — f(x2)| < |21 — 22].

Montrer que 'équation f(x) = x admet une solution unique.

3. Soit f : [a,b] — [a,b] une application continue et décroissante. Montrer que I'équa-
tion f(z) = x admet une unique solution.

Question 1 Aide 1
Question2 Aide 1
Question 3 Aide 1
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Exercice A.2.8 TD4-Exercice8

Osiz|=1
Soit f définie par f(x) = Loy Etudier la continuité de f.
lim ———sifz|#1
n—+oo =" — 1

Aide 1

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.9 TD4-Exercice9

Soit la fonction définie par f(z) = e”.

1.

Montrer en utilisant la définition que la fonction f est continue en 0. Faire une
figure. (On pourra montrer que n = In(1 + ¢€).)

Montrer en utilisant la définition que la fonction f est continue en tout point z(
de IR. (On pourra montrer que 1 = In(1 + ee™%9).)

Montrer en utilisant la définition que la fonction f est uniformément continue sur
[0,1]. (On pourra montrer que 1 = In(1 + ee~1).)

Montrer que

v77>075|=T0>1H 1 etEl:E:x0+77, ’x—xo‘ Snet ’em_6$0| > 1.

el —

En déduire que f n’est pas uniformément continue sur R.

Question 1 Aide 1
Quesﬂon 2 A?de 1 Concepts
Question 3  Aide 1
Question4  Aide 1

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple B.1.1 Application du théoreme des gendarmes

Etudions la limite de :

f(z) = et quand 2z — 0.
i

Nous allons montrer par des considérations géométriques élémentaires que :
U .
VeeR, (0<z< 5) = (sinz < z < tanz).

Soit donc le cercle trigonométrique (voir la figure (B.1.1)). Il coupe le demi-axe des =
positifs au point A. Soit B le point de ce cercle correspondant a ’angle 6. Notons H
sa projection sur I'axe des z. Notons C l'intersection de la droite x = 1 avec la droite
portant OB. Nous savons, que par définition, OH = cosf, HB = sinf, AC = tan 6.

1. Nous voyons sur la figure que :
|HB| < |AB| < |arc AB|, d’ou sinf < 6.

2. Nous voyons aussi sur la figure que l'aire du triangle curviligne OAB est infé-
rieure a laire du triangle OAC, ce qui donne :

Concepts
0 1 .
m— < —tanf, soit § < tané.
2w 2
Exemples
Notons au passage, que le théoréme de Thalés, nous permet de retrouver tout de suite Dg‘ceﬁ]cee;s

que tan 6 = sin 6/ cos 6.
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Exemple B.1.1
Application du
C théoreme des
gendarmes
e
FiG.B.1.1 -sinf <6 <tan 6
Notons aussi qu'une autre démonstration des deux inégalités ci-dessus consiste a
étudier les va1,°1at}ons des fonctions z — sinx et tanz — . (S
Nous en déduisons que :
T sin x
Vz €]0, =, cosx < — < 1. Exemples
2 €z Exercices
Documents
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Comme cosxz — 1 quand =z — 0, on obtient finalement en appliquant la proposition
IV.1.4, et en remarquant que la fonction f est paire :
i SIR2

z—0 X

= Il

retour au cours
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Exemple B.1.2 Exemple de composition de limites

. o 1- . ) .
On peut déduire la limite en 0 de f(x) = $ du résultat démontré dans
T

I'exemple B.1.1. Pour cela on écrit cosz = 1 — 2sin® g, ce qui permet d’écrire f sous

1"22 1 o X\ 2
f(x):751n 2:<511;2> .

2

la forme

En considérant la fonction z — I et en utilisant le résultat sur la composition des

limites, on obtient

z
812

— — 1 quand z — 0.
2
Le produit des limites donne donc

1 /sinZ\? 1
f(x):2<122> Hiquandaj—m.

2

Concepts
retour au cours
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Exemple B.1.3 Exemple de continuité

1

Soient f(xz) = — et a # 0. Montrons que f est continue en a. On a
T

1 1

at+h a

_
ala+ R

[f(a+h)—f(a)| =

1. Supposons a strictement positif. Alors il existe un réel a tel que 0 < o < a et :
(—ra<h<a) = (a+h>a—a>0).

Posons M = a(a — «) et soit ¢ > 0 donné, alors en prenant n = min{«a, Me} on

déduit que :
Il m
h h) — = &
(Ipl <n) = (f(a+h) = fla)l = 37 < 37)
et donc |f(a+ h) — f(a)| < e.
2. Méme raisonnement pour a < 0.
retour au cours Concepts
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Document C.1.1 Caractérisation de la limite par les suites - condition suffi-
sante

Théoreme C.1.1. Soient a € R et f une fonction numérique définie sur un voisinage
de a. Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que f(zx) tende vers | € R lorsque
x tend vers a est que, quelle que soit la suite (x,) convergeant vers a, x, # a, la suite
(f(xy)) converge vers l.

Démonstration - La démonstration de la condition nécessaire est dans le cours. Mon-
trons que la condition est suffisante. La démonstration est a priori plus difficile dans ce
sens que dans 'autre, parce que cette fois ci, il faut passer d’'une convergence discréete a
une convergence continue. C’est pourquoi, nous allons passer par la contraposée. Plus
précisément, au lieu de montrer que

{V(zn), {(@n) = a} = {(f(zn)) = }} = lim f(z) =1,
nous allons montrer la contraposée

non{nm f(z) = z} — non {¥(z,), {(zn) — a} = {(f(zn)) — I}}.

T—a
L'intérét de ce choix, c’est de permettre de passerde r — a a z,, — a. Concepts
Ecrivons donc non {ilg(ll f(z) = l}. La négation s’explicite en
Exemples
J>0,Vn>0,dzeR, (0<|x—a|l<n)et(|flx)—1>e¢). (C.1.1) Exercices
Documents
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Nous voulons montrer que cela implique
non {V(zn), {(zn) = a} = {(f(zn)) — }},
ce qui s'explicite en
I(@n), {(zn) — a)} etnon {(f(z,)) — I} . (C.1.2)

Pour ce faire, il nous suffit d’exhiber une suite pour laquelle (C.1.2) est vraie. Nous
allons la construire, en particularisant le n de (C.1.1). Plus précisément nous allons
écrire (C.1.1) pour une suite de valeurs de 1 tendant vers 0, par exemple pour la suite
nn = 1/n. Nous obtenons ainsi

Je >0, Vn, >0, Iz, € R, (0< |z, —a|l <ny)et(|f(zn) =1 >¢).
ou encore de maniére équivalente
B >0, Vn €Ny, Jzn € R, (0< |z —a < %) et (|f(zn) — 1| > &),
ce qui interdit a la suite (f(z,)) ainsi construite de converger vers [/, bien que la suite

(x,) correspondante converge vers a.
Nous avons donc bien montré la contraposée et donc que la condition est suffisante.

retour au cours
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Document C.1.2 Image d’'un segment par une fonction continue

Théoreme C.1.2. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit [ une fonction définie et
continue sur [a,b]. Alors f est bornée et atteint ses bornes, c’est-a-dire il existe x; et xo
dans [a,b] tels que

Vz € [a,b], f(z1) < f(z) < f(22).

Démonstration - 1/ Soit r € R tel que
Al = {$€ [avb] | f(.l‘) Z?"}

ne soit pas vide. Il existe de telles valeurs de r, par exemple r = f(a). Comme A, est
une partie de [a, b], A, est majoré. Il admet donc une borne supérieure s, = sup A,. Mais
alors

1
Vn > 1, dz, € A, Cla,b] @ sp — — < xp < Sy,
n

de sorte que cette suite (x,,) converge vers s,.. Mais comme tous les z,, appartiennent a

l'intervalle [a,b], on a a la limite a < s, < b. Comme d’autre part les x,, appartiennent a

A, ona f(z,) >r,dou alalimite f(s,) > r, ce qui montre que s, appartient a A,.
Supposons maintenant que f ne soit pas majorée, soit

Vn e N, 3z € [a,b] : f(x) >n.
Mais alors,

VneN, A,={z¢€]lab]| f(z)>n}

87 > >
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est non vide. Comme
(flz)2n+1) = (f(z) =2 n)

on a A, C A,. Ainsi s, majore A, 41, dou s,+1 < s, de sorte que la suite s, est
décroissante et minorée par « : elle est donc convergente. Soit [ sa limite.

Comme s,, appartient a [a,b] ou f est continue, f(s,) converge vers f(/). Comme
d’autre part par définition des A, on a f(s,) > n, on aboutit a une contradiction. Nous
avons ainsi montré que f est majorée. On montre qu’elle est minorée en appliquant le
résultat précédent a —f.

2/ Soient donc m et M les bornes inférieure et supérieure de 'ensemble {f(z),x €
[a,b]} (on les appelle simplement bornes inférieure et supérieure de f sur [a,b]). Il ne
reste plus qu’a montrer que m et M sont atteintes.

Supposons que ce ne soit pas le cas. On aurait alors, pour tout x de [a,b], f(z) < M.
Soit alors ¢ la fonction

1
- M- f(z)

Cette fonction est bien définie sur [a,b] et continue. Elle est donc majorée. Soit K un
majorant de g et soit (v, = f(z,)) une suite de f([a,b]) convergeant vers M. Alors,

g : la,b] — R : g(x)

lim y, = ngr_‘r_loof(xn) =M

n—-4o00

de sorte que la suite (g(z,)) ne peut pas étre bornée, ce qui contredit g(z) < K.
retour au cours
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Document C.1.3 Démonstration du théoréme de Heine

Le but de ce document est de démontrer le :

Théoreme C.1.3. (Théoréme de Heine) Une fonction numérique définie et continue
sur un intervalle fermé borné de IR y est uniformément continue.

Pour démontrer ce théoreme nous aurons recours au lemme ci-dessous qui est d’ailleurs
intéressant en lui-méme :

Lemme C.1.1. De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration du lemme - Soit donc (u,,) une suite bornée. Le sous-ensemble de R
constitué des éléments de cette suite étant borné, admet une borne supérieure L. Cette
borne supérieure étant le plus petit des majorants, nous avons :

Ve>0,dNeIN, L—-ec<uy<L. (C.1.3)

Nous allons construire une sous-suite de (u,) a partir de cette propriété. Choisissons
pour tout ¢ = 0,1,... ¢, = 1/q. Alors (C.1.3) se réécrit :

1
VgeN, IN,eN, L--<uy, <L Concepts
q
Ainsi, la suite (un, )4en, est effectivement extraite de la suite (u,,) et converge vers L. Exemples
Démonstration du théoreme - Exercices
Documents
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Soit donc f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, b] fermé borné de R
et a valeurs dans IR. Supposons que cette fonction ne soit pas uniformément continue.
Alors la négation de :

{ Ve >0, I3n € R, Vz € [a,b], Vy € [a, b],
(lz=yl<n) = (If(=) - Fy)l <e)
s’écrit :
de >0, Vpe R, Jz € [a,b], Ty € [a,b],
{ (lz =yl <m) et (|f(z) - f(y)] > &)
Prenons maintenant, pour ¢ = 1,2,...,n, = 1/¢. Il vient :

{ Je > 0, Vng € R, 3z, € [a,b], Ty € [a,b], (C.1.4)

(|zq — yql < mg) €t (|f(zq) — fyg)l > €)

Or, les suites (z,) et (y,) ainsi construites sont des suites d’éléments de [a, b]. Elles sont
donc bornées. D’apres le lemme précédent, nous pouvons extraire de chacune d’elles un
sous-suite convergente. Soient c et d les limites respectives de ces sous suites extraites.
Comme lintervalle [a, b] est fermé, c et d apprtiennent a cet intervalle. En notant ()
et (y,) les sous-suites extraites, nous avons :

/o

lim Zq

lim v/ = d.
q—-+00 & yq Z

g—-+oo

Mais alors du fait de la continuité de f en c et d, nous avons :

lim fa}) = f(c),  lim f(y) = £(d).

g—-+oo

<< 90 > >
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Maintenant, nous voyons que (C.1.4) implique contradictoirement que Document

C.1.3
c=d et fle) # f(d), Démonstration
du théoréme de

ce qui est impossible. ;
Heine

retour au cours
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Le gras indique un grain ou le concept est
défini ; I'italique indique un renvoi a un exer-
cice ou un exemple, le gras italique a un docu-
ment, et le romain a un grain ou le concept est
mentionné.
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Solution de |I'exercice A.1.1

Soient (Vi—1,.. ) p voisinages de a. Alors, par définition, il existe a;, > 0 tel que |a — ay, a + o [C V. Linter-
section des p voisinages contient I'intersection des p intervalles Ja — o, a + ax[ qui est aussi un intervalle
ouvert Ja — o, a + af ou

a= min {ay}.

=1,...,

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.2

Celle limite est [ = —2, puisque
Ve>0,dn=¢, 0O<|z+1<n) = (|f(x)+2]<e)

En effet, = étant différent de —1, on peut simplifier f et obtenir f(x) = (x — 1), donc |f(x) 4+ 2| = |« + 1|.

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.3

La relation de compatibilité de la multiplication avec la relation d’ordre s’écrit :
Va € R, Vb€ R, YVee R, (a <b) = (ac < be) (C.1.5)
1. Soient donc z et ¢, deux éléments de IR tels que = < ¢, alors :
Oxzx<zxzrx<zrxe<eXe,.
soit effectivement 0 < 22 < £2, ce qui montre que :
Vze RY, Ve e R, (z<¢) = (22 <¢?) (C.1.6)

2. Soit maintenant z et ¢ deux éléments de R™ tels que 22 < 2.
Par passage a la contraposée, (C.1.6) s’écrit aussi :

Vze RY, Ve e RY, (22>¢?) = (z>¢)
Mais comme x et € jouent le méme roéle, nous avons aussi, de maniere équivalente :
Vze RY, Ve e RY, (2?2 <&?) = (z<e)
D’autre part :
Ve RT,Vec RT, (22=¢?) < {(z—¢)(z+¢)=0} <= (z=¢)
de sorte que nous arrivons a :

VeeR', Vec RT, (22<e?) = (2<¢)

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.4

En effet, on a
Ve >0, In =1z (0<|z[<n) = (j2% <e),

puisque 22 < n? (= ¢).

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.5

1 . .
Pour z > 0,onazy/1+ — = \/1—1—7952 qui tend vers 1 quand z tend vers 0 puisque :
Xz

Ve>0,3n, O<z<n) = (Vi+a22-1<e),

on peut choisir n = /(1 + ¢€)? — 1. En effet, puisque = > 0, on a (voir I'exercice A.1.3 :

(Vita2—1<e) & (@®<(1+e?—-1) & @</ (1+e2-1).

. . . s 1 .
Faire le méme raisonnement pour z < 0 avec la différence que zy/1+ — = —V1+ z2 qui tend vers —1
X

quand z tend vers 0.
f n’admet pas de limite en 0 puisque la limite a droite est différente de la limite a gauche.

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.6

1. Si f admet une limite [ en a, alors [ est limite a gauche et limite a droite en a.

2. Réciproquement, écrivons que f(a+0) = f(a—0) =1:
Ve>0,3dm, (a<z<a+m) = (|f(z) -1 <e)

Ve >0, I, (a—m<z<a) = (|f(z)—1 <e).

I suffit alors de prendre n = min{n;, 72} pour montrer que f admet une limite en a égale a [.

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.7

Soit la suite z,, = —1, alors cette suite tend vers 0 et la suite f(z,) = —/1 + 7?12 tend vers —1. D’ou la limite
en 0 ne peut étre égale a 1 puisque l'on a exhibé une suite (z,) qui tend vers 0 alors que la suite (f(z,)) ne
tend pas vers 1.

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.8

(o)

Fiac. C.1.1 — longueur d’arc et sinus

Sil’'on regarde (voir la figure (C.1.1)). sur un graphique la longueur d’arc de cercle (de rayon 1) correspondant
a un angle au centre ¢ (exprimé en radian), on a, pour ¢ € [0,7/2] : 0 < sinf < 6. Si l'on fait tendre 6 vers
0+, alors sin € tend vers 0. Si maintenant on prend 6 € [—7/2,0], alors on a § < sinf < 0 et si l'on fait tendre



0 vers 0—, alors sin f tend vers 0. La fonction sin # ayant une limite a droite égale a la limite a gauche en 0,
sa limite en 0 est égale a 0.

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.9

1. Ecrivons que mEIJPoo g(z) =0 alors :
Ve >0,3B >0, (x> B) = (9(z) <e).
Or pour x > A > 0,0n a |f(z)| < g(z), donc
Ve >0, 3C =max{A,B} >0, (z > C) = (|f(z)| <e).

2. De méme que pour la premiere question on refait les démonstrations du théoréeme de comparaison
IV.1.4 en remplacant 3n par 3B > 0et 0 < |z — a| < n par z > B.

3 1 1 . 1 - . 3
3. Pourz > 0,ona0 < T —1= < —, et puisque lim — =0, on en déduit que lim (x+ -1)=
$+2 $+2 T r—+00 I r——+00 x+2
W . TH+3
0 soit lim =1

:):H+OO$—|-2_

Retour a |I'exercice a



Solution de I’exercice A.1.10

Puisque f(x) < 0 (resp. f(z) > 0) au voisinage de a, en appliquant le résultat sur la comparaison des limites,
on obtient lim f(z) < 0 (resp. lim f(z) > 0).
T—a r—a

Par exemple +/|z| > 0 (resp. —/|z| < 0) pour tout z, donc évidemment dans un voisinage de 0, et hn% lx| =
xr—

0 (resp. liH[l)—\/ |z| = 0).
Tr—

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

Pour z € [-3, 5], on a cosz = /1 — sin? 2. Puisque lin%)sinx = 0, lir%l —y? = 1et que lin%ﬁ = 1len
T—> y— zZ—
composant toutes ces fonctions et en appliquant le théoréme sur la composition des limites, on obtient que

lim V1 —sin?z = 1.

z—0

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

Remarquons que, si A > 0, (y/z > A) < (z > A?). On a donc

VA >0, 3B = A%(>0), (z > B) = (Vx> A).

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13

f est minorée par un réel strictement positif au voisinage de a, donc
Im >0, da > 0,{z €la — a,a+ o[ = f(x) >m > 0}.
D’autre part g(x) — +o0o0 quand = — a, donc :
VB>0,35>0, (0<|z—al<p) = (9(x) > B),
pour A > 0 donné, on prend B = A/m, n = min{«, 5} et on obtient que :
(0<|z—al<n) = (f(z)g(z) > Bm(= A)),

ce qui montre que f(z)g(x) — +o0o quand z — a.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

1. Ecrivons que lim f(z) =1 :

Ve>0,3dn>0, (0<|z—a|l<n) = (|f(z)-1] <e).

Puique [ > 0, on peut choisir ¢ = 5, on a donc I'existence de 7 tel que :

1
2’
! 81

O<l—d<n = (5<f@) <5

. )

ce qui prouve le résultat.

2. On applique l'exercice A.1.13 puisque l'on vient de montrer que f est minorée par ¢ > 0 dans un

2
voisinage de a.

3. Les résultats précédents se démontrent méme si a est infini. En effet on remplace 0 < |z — a| < 1 par
xz>C>0.

4. On a

1 1+1 1
z+1 ! + /1‘_7(>0)

s—to02x —1 oot02—1jz 2

T
et e —» 4+00 quand T — 400, d’ou e’ — +oo quand xr — +00.

2¢ — 1

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

.Ona M = 2P soit :
9(x)
0 sia>f
li%l @ =< 1 sia=p0
e=Uig(@) +o0o sia<f
1 1 . - A
. On prend f(z) = —5 g(x) = —, on fait tendre x vers 0 par valeurs supérieures, on a les mémes
x x
résultats.
. 1l suffit de prendre h(z) = g Par contre si I'on prend i(z) = 1, on ne trouve absolument pas le méme

résultat pour [ — g.

. En écrivant f.g = i, on voit que cette forme indéterminée peut-étre ramenée a la forme (8).

1/g

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

On écrit que sinz = sin((z — a) + a) et on utilise les relations trigonométriques
sin((x — a) +a) —sina = sin(z — a) cosa + cos(x — a) sina — sina = sina(cos(z —a) — 1) + sin(x — a) cosa

et donc
|sin(z — a + a) — sina| < |sina|| cos(z — a) — 1| + | cos a| sin(z — a)]

On utilise alors le fait que lin%] siny =0 et liH(l) cosy = 1 et on considere £ > 0. Alors
y— y—
Im >0, (Jyl <m) = (Isiny| <e/|cosal)

Iz >0, (lyl <n2) = (Jcosy — 1] <&/|sinal)

Si on pose y = = — a et si on prend n = min{7y, 72}, on obtient
|z —a| <n = |sinx —sina| < 2¢

ce qui montre la continuité de sin z au point a.

Retour a |I'exercice a



Solution de |I'exercice A.1.17

H n’est pas continue au point a s’écrit :
Je >0Vn >0, 3z tel que (|z —a| <n) et (|H(x) — H(a)| >¢)

On prend ¢ = %, on choisit > 0 quelconque.

1. Si H(0) > 3, posons z = —1, alors
(lz] <n) et (|H(z) — H(0)] = H(0) > ¢)
2. Si H(0) < i, posons z = %, alors

(lz] <n) et (|H(z) — H(0)| =1 - H(0) > ¢)

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

1
On peut prendre par exemple z,, = —. Alors f(x,) = 1 et cette suite ne tend pas vers f(0) = 0!
n

Retour & |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

Ce sont toutes des composées de fonctions continues . ..

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

Supposons que le coefficient du plus haut degré est positif. Puisque p(z) — 400 quand = — +oo, cela donne :
VA >0, 3B >0, (x> B) = (p(z) > A).

Il existe donc au moins b € R tel que p(b) > 0. On fait le méme raisonnement en —co et on obtient a € R tel
que p(a) < 0. Puisqu’un polynoéme est une fonction continue et que p(a)p(b) < 0 alors il existe c €]a, b[ tel que

p(c) =0.
Refaire le raisonnement lorsque le coefficient du plus haut degré est négatif.

Retour a |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.21

Soit g(z) = f(x) — z, alors g(a) = f(a) — a et puisque f(z) € [a,b], alors g(a) > 0, on montre de méme que
g(b) < 0. Si g s'annule en a ou b, alors un point fixe de f est a ou b. Si g ne s’annule ni en a ni en b, alors
g(a)g(b) < 0 et Jc €]a, b] tel que g(c) = 0 et ¢ est un point fixe de f.

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.22

Limage par sinz de [—7/2, +7/2] est [-1, 1] et par cosz c’est [0, 1].

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.23

. . , . 1= 1 .
Puisque 'on a montré dans ’exemple B.1.2 que hrr%) w =5, on peut donc prolonger cette fonction par
r— X
continuité.

Retour d |I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.24

Soit = # y, alors soit x < y et f(z) < f(y) (f est strictement croissante), soit z > y et f(x) > f(y). Dans tous
les cas on obtient f(x) # f(y), ce qui est la définition d’une fonction injective.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.1

Multiplier et diviser par x + 2 + /22 + 4 pour obtenir

4
€T =
) T+ 2+ V2 44z

Retour a |I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.1

. . .. 1 1 1 1 .
Multiplier et diviser par \/ — 4= - Il \/ — + — — 1 pour obtenir
B L2

2
f(-’IJ): 1 1 1 1
\/x—2+;+1+\/;+5—1

Retour a |'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.2

2 0no 1 0 0 2 2 0
Rappel : par définition /= = x3. Factoriser les plus grandes puissances de = au numérateur et dénominateur
pour obtenir

3x2+1_$ (1—1-:%2)%
z+1 L=

W=

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.2

Rappel : par définition /z = 23 . Factoriser les plus grandes puissances de x au numérateur et dénominateur
pour obtenir
VT B 1

z+vz+vr 14

8 |~
e
B

Retour & |I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.2

. 1+z-1 a®-1 ..
Avec a = 1 + x5, on obtient {’/11_—7:6 = a2 T Utiliser I'identité remarquable 2" — 1 = (z — 1)(z" 1+ .-+
x— ac —

x + 1) pour obtenir I’égalité
vi+z—-1 a?+a+1
Vi+z—1  a+1

valable uniquement pour a # 1 (a cause de la division par a — 1) c’est-a-dire pour z # 0.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.2

sin x
7z

On se rameéne a des limites connues, ici lim,_.q =1.Pour x #0,0n a

T 1
x2 +siny g 4 sinz

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.2

sinx
az

l—cosxz __
P2

On ne garde que des sin et des cos et on se rameéne a des limites connues, ici lim,, . = 1etlim, .

1
5. Pourz #0,0na

1_
1 I 1—cosx_$(%)
sinx tanz sin & sinz

T

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.2

sinx
az

l—cosxz __
2

On ne garde que des sin et des cos et on se rameéne a des limites connues, ici lim,, . = 1etlim, .

+.Pourz # 0, 0n a
(1 —cosz)sinz (1 —cosz)cos’s 10T cos?

xtan? x xsinx 5‘%

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.3

Le sin est continu, reste borné, mais son argument (ici %) varie trop rapidement au voisinage de 0. On se
doute que f(z) n’a pas de limite en 0. Pour le montrer, il suffit de trouver une suite z,, qui tende vers 0 et telle
que f(z,) n’ait pas de limite. Par exemple, z,, = ﬁ On a alors lim,, ;o 2, = 0 et f(z,) = sin(5 + n7) =
(—1)" n’a évidemment pas de limite quand n — +o0.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.3

Une majoration directe donne |f(z)| < |z|.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.3

Une majoration directe donne |f(z)| < 22.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.4

Il faut obtenir une expression plus simple de f(z). Ici, on élimine les valeurs absolues. On rappelle que
|z] =xsiz > 0et|z| = —z sixz <0.O0n obtient donc

T T
Ve >0, f(z) = T2+ 2-2

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.5

Une démonstration directe a partir de la définition de limite utiliserait ||a| — |b|| < |a — b|, valable pour tout
réels a et b. Autre idée, remarquer que |f| est la composée de f et de z — |z| qui est continue. Le résultat
découle alors d’'un théoréeme vu en cours.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.5

Un contre-exemple suffit. Par exemple, f(z) =1sixz > 0et f(z) = —1siz < 0. f n’a pas de limite en 0, bien
que |f(z)| = 1 pour tout z.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.6

Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires IV.2.2, la continuité de f le permet.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.7

Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a g(z) = f(z) — = : voir I'exercice A.1.21. L'unicité n’est
pas garantie, il est facile de tracer le graphe d’'un exemple de fonction f pour laquelle 'équation f(z) = =
admet plusieurs solutions.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.7

Pour obtenir I'unicité raisonner par ’absurde, ou par contraposée.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.7

f décroissante signifie 1 < zo = f(z2) < f(x1).

Retour d |'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.8

Il faut obtgnilr une expression plus simple de f, ce qui revient ici a calculer, pour chaque z fixé, la limite
limy,— 4o % Et pour cela, il suffit de distinguer les cas |z| < 1 (pour lequel z” tend vers 0 quand
n — +o0) et |z| > 1 (pour lequel |z|" diverge vers +oco quand n — +oo, pour 2" on discute selon le signe de =

et la parité de n). On obtient finalement

0 st r=1loux=-—1
flx)=2< -1 si —-1l<z<1
r st r<—loux>1

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

Revoir le cours, et en particulier la définition de limite et celle de continuité. Comprendre pourquoi le 7,
dépend de e.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

Revoir le cours, et en particulier la définition de limite et celle de continuité. Comprendre pourquoi le 7,
dépend de € et du point x.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.9

C’est le fait que 0 < 2y < 1 qui permet de choisir le méme 7 pour tous ces x.

Retour d |'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.9

Comprendre que plus xy grandit, plus on doit choisir (a ¢ donné) un 7 plus petit pour réaliser I'inégalité de
la définition. La borne inférieure (dire pourquoi elle existe) de tous ces n quand zy varie dans R est 0 (il
faudrait qu’elle soit > 0 pour conclure a 'uniforme continuité sur R).

Retour d |I'exercice a
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