Lire le paragraphe 7.1.5
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Lire le paragraphe 7.1.5

Conventions compatibles avec la relation de Chasles

: f:f(t) dt =

0 et

J (t)dt =

f f(2)de
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.
a

Lire le paragraphe 7.1.5

Conventions compatibles avec la relation de Chasles :

Jaf(t) dt =0

Intégrale et primitive d’une fonction continue

Theorem (admis)

Q Soita,b € R avec a < b. Toute fonction continue sur [a, b| est intégrable sur [a, ).

© Sif est bornée et continue par morceau sur |a, b), cad continue sauf en un nombre fini de points o
elle admet une limite a droite et une limite & gauche, alors f est intégrable sur [a, b).

)

]

|
|
Exemple de fonction bornée continue par morceau : |
|
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

des abscisses.

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
a
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
des abscisses. ‘
Y preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que
u<fetf<U.
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
a
des abscisses.
Y preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que

u < fetf < U. Alors, par encadrement des aires,
o= j

b
u(r) dr < Aire(D) et Aire(
a

D)<pB= fb U(r) dt.
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

des abscisses.

)

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
a

preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que
u < fetf < U. Alors, par encadrement des aires,
b

a— f u(t) dt < Aire(D) et Aire(D) < B — fb U dr.

= Aire(D) est un majorant de A et un minorant de B.
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

des abscisses.

)

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
a
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Comme f est intégrable sup A et inf B existent.

(L

o e ———
8

«O)» «F»r «

preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que
u < fetf < U. Alors, par encadrement des aires,
b

a— f u(t) dt < Aire(D) et Aire(D) < B — fb U dr.

= Aire(D) est un majorant de A et un minorant de B.
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

des abscisses.

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors f f(t) dt = Aire(D), oi D est la partie délimitée par 65 et I'axe
a
Y,

preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que
u < fetf < U. Alors, par encadrement des aires,
b

b
a= j u(r) dr < Aire(D) et Aire(D) < B8 = j U(r) dr.
a a
= Aire(D) est un majorant de A et un minorant de B.
Comme f est intégrable sup A et inf B existent.
Par définition du sup et de I'inf, on a
* et
a

o
8

supA < Aire(D) etinf B = Aire(D).
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b

I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.

a

Intégrale et primitive d’une fonction continue

Theorem

b
Si f est continue et positive sur [a, b| alors J f(t) dr = Aire(D), oit D est la partie délimitée par s et I'axe
a

des abscisses.

Responsable: Frédérique Le Louér

preuve : soit u et U deux fonctions étagées définies sur [a, b] telles que
u < fetf < U. Alors, par encadrement des aires,

b b
a = J u(t) dt < Aire(D) et Aire(D) < B = J U(t) dt.
a a
= Aire(D) est un majorant de A et un minorant de B.

Comme f est intégrable sup A et inf B existent.
Par définition du sup et de I'inf, on a
supA < Aire(D) etinf B > Aire(D).

b
Il vient, Aire(D) < infB = J f(t)dr = supA < Aire(D).
a

D’ou I’égalité.
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
NB : f continue = F est de classe ¢!

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I et Vx € I, F'(x) = f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1

x+h
Fr+h) = f F)de
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1

Fr+h) = fx“ £ di = f " F) di + f ey dr
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1

F(r+h) = fx“ £l di = f " F) di + f = FG) + f ey dr
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. Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1

F(r+h) = fx“ £l di = f " F) di + f = FG) + f =

F(x+h)—F(x
h

x+h
= ij f(2)dt
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = f f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

Fxt h) = rM £y di = f fydr+ f ey dr = P + f = oy

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1
Fath—F@) _ | r”‘
0 =
X
(h>0). Comme f est continue sur [x, x + 1] < I, il existe (c1, ¢2) € [x,x + h]? tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

F(r+h) = rM £l di = f " F) di + f = FG) + f = oy

(h>0). Comme f est continue sur [x, x + k] < I, il existe (c1, c2) € [x, x + h]” tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]
Ve [x,x+h], fle) <f(1) < fle2)

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1
Fath—F@) _ | r”‘
7 =
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.
NB : f continue = F est de classe ¢!

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1

x+h X x+h x+h x+h
Fr+h) = f £ di = f F()di+ f £ di = F(x) + f F)di = | FetD=F@ _ 1 f oy
(h>0). Comme f est continue sur [x, x + k] < I, il existe (¢1, ¢2) € [x,x + h]* tels que f([x, x + /])

: ~ e @l
x+-h x4-h x+h
Vil + il fle) S50 <f@) = [ leoa=ie) < [ roa< [ e = i)
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
est dérivable sur I etVx € I, F'(x)

= f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.

NB : f continue = F est de classe €.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1.
x+h X x+h x+h Flth)—F x+h
Fr+h) = f £ di = f F()di+ f £ di = F(x) + f F)di = | FetD=F@ _ 1 f oy
a a X X X
(h>0). Comme f est continue sur [x, x + k] < I, il existe (c1, c2) € [x, x + h]” tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]

x+h x+-h x+h ’
Vil + il fle) S50 <f@) = [ leoa=ie) < [ roa< [ e = i)

Dott| f(c1) < w < fle2) |
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.
a

Intégrale et primitive d’une fonction continue
Theorem (primitive qui s’annule en a)

"X
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
a

est dérivable sur I et Vx € I, F'(x) = f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.

NB : f continue = F est de classe €.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1.

x+h

F(x+ h) = J'th(t) dt = fo(t) dr + f+hf(t) dt = F(x) + J'&hf(t) dt = w =1 £(e) dt

x

(h>0). Comme f est continue sur [x, x 4+ k] < I, il existe (c1, ¢2) € [x,x 4+ h]? tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]-
vt et wth
Vte [x,x+h], fla1) <f(t) < flcx) = I fler)dt = hf(c1) < l f(t)dt < [ f(c2)dt = hf(c2)

F(x+h)—F
D’ou| f(er) < M < f(c2) | Orey — x,c2 — xetfestcontinue.
h h—0+ h—0+

Par composition de limite, onaf(c;) — f(x)etf(c2) — f(x).
h—0t h—0+
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.
a

Intégrale et primitive d’une fonction continue
Theorem (primitive qui s’annule en a)

"X
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
a

est dérivable sur I et Vx € I, F'(x) = f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.

NB : f continue = F est de classe €.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1.

x+h

Flx+h) = f”h )y di = J £y di + JW £y di = F(x) + J T a s | Henore [ g

x

(h>0). Comme f est continue sur [x, x 4+ k] < I, il existe (c1, ¢2) € [x,x 4+ h]? tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]-

~y x+h x+h
Vi€ [x,x+h], fla) <f(1) < fle2) :[ /(uw/f/:/'m,‘w;] /(111//:1[ f(c2)dt = hf(c2)

F(x+h)—F
D’ou| f(er) < M < f(c2) | Orey — x,c2 — xetfestcontinue.
h h—0+ h—0+

Par composition de limite, onaf(c;) — f(x)etf(c2) — f(x).Donc, lim F(*M,)?;F(X) = f(x).
h—0t h—0+ ot

h—
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.
a

Intégrale et primitive d’une fonction continue
Theorem (primitive qui s’annule en a)

"X
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit F(x) = J f(¢) dt pour tout x € 1. Alors F
a

est dérivable sur I et Vx € I, F'(x) = f(x). On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.

NB : f continue = F est de classe €.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € 1.

x+h

Flx+h) = f”h )y di = J £y di + JW £y di = F(x) + J T a s | Henore [ g

x

(h>0). Comme f est continue sur [x, x 4+ k] < I, il existe (c1, ¢2) € [x,x 4+ h]? tels que f([x, x + h]) = [f(c1),f(c2)]-

~y x+h x+h
Vi€ [x,x+h], fla) <f(1) < fle2) :[ /(uw/f/:/'m,‘w;] /(111//:1[ f(c2)dt = hf(c2)

F(x+h)—F
D’ou| f(er) < M < f(c2) | Orey — x,c2 — xetfestcontinue.
h h—0+ h—0+

Par composition de limite, onaf(c;) — f(x)etf(c2) — f(x).Donc, lim F(*M,)?;F(X) = f(x).
h—0t h—0+ h—0+
(h<0). Seules les inégalités en bleu sont inversées. On obtient aussi lim M = f(x).D’ot F’(x) = f(x)

h—0—
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Etant donnée une primitive

particuliere F de f, la forme générale des primitives est G(x):= | f(x)dx = F(x) + C, C€ R.
Deux primitives de f définies sur le méme intervalle I différent d’une constante.
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Intégrale et primitive d’une fonction continue

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Etant donnée une primitive

particuliere F de f, la forme générale des primitives est G(x):= | f(x)dx = F(x) + C, C€ R.
Deux primitives de f définies sur le méme intervalle I différent d’une constante.

preuve : On pose H(x) = G(x) — F(x) surI.OnaVx € I, H'(x) = f(x) — f(x) = 0 donc H est constante
sur /.
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.

a

Intégrale et primitive d’une fonction continue

Corollary (forme générale des primitives)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Etant donnée une primitive
particuliére F de f, la forme générale des primitives est G(x) := jf(x) dx=F(x)+C CeR.

Deux primitives de f définies sur le méme intervalle I différent d’une constante.

preuve : On pose H(x) = G(x) — F(x)surI.OnaVx € I, H' (x) = f(x) — f(x) = 0 donc H est constante
sur /.

Calcul intégral : Soit (@, b) € I>. Connaissant G une primitive de f définie sur I, en pratique, on effectue le
calcul intégral en écrivant

b b
L oy e [G(x)] = G(b) — G(a).

a

Responsable: Frédérique Le Louér 4/8



MT91 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt, a,beR.

a

Intégrale et primitive d’une fonction continue

Corollary (forme générale des primitives)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Etant donnée une primitive
particuliére F de f, la forme générale des primitives est G(x) := Jf(x) dx=F(x)+C CeR.

Deux primitives de f définies sur le méme intervalle I différent d’une constante.

preuve : On pose H(x) = G(x) — F(x)surI.OnaVx € I, H' (x) = f(x) — f(x) = 0 donc H est constante
sur /.

Calcul intégral : Soit (@, b) € I>. Connaissant G une primitive de f définie sur I, en pratique, on effectue le
calcul intégral en écrivant

b b
J oy e [G(x)]a = G(b) — G(a).

A Ne pas confondre : le réel f £ (¢) dr, appelé intégrale de f sur [a, b], avec la fonction f f(x) dx, appelée

forme générale des primitives de f.
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Soita,b e R

et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
s J Fdt=0 = Vxelab], f(x) = 0.

a
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Soita,b e R

et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
s J Fdt=0 = Vxelab], f(x) = 0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(r)dt
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Soita,b e R

et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
s J Fdt=0 = Vxelab], f(x) = 0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(r)dt
On sait que Vx € Ja, b, F'(x) = f(x) =0

it
v
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Soita,b e R

et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
s J Fdt=0 = Vxelab], f(x) = 0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a,b], F(x) = | f(r)dr.

On sait que V x € Ja, b[, F'(x) = f(x) = 0 => F est croissante sur [a, b].

it
v
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Soita,b e R

et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
s f Fdt=0 = Vxelab], f(x) = 0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a,b], F(x) = | f(r)dr.
a
On sait que V x € Ja, b[, F'(x) = f(x) = 0 => F est croissante sur [a, b].
Par conséquent,

Vxelab], F(a)<F(x)<F(b).

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soita,b e R et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
Alors f f()dt=0 = Vxela,b], f(x) =0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(r)dr.

On sait que V x € Ja, b[, F'(x) = f(x) = 0 => F est croissante sur [a, b].
Par conséquent,

Vxelab], F(a)<F(x)<F(b).
Or,

fbf(t)dt=0 = Fb)—F@=0 = F(b)=F()

= Vxela,b],F(x)=F(a) .
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Soita,b e R et

f : [a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
Alors f f()dt=0 = Vxela,b], f(x) =0.

a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(r)dr.

a
On sait que V x € Ja, b[, F'(x) = f(x) = 0 => F est croissante sur [a, b].
Par conséquent,

Vxelab], F(a)<F(x)<F(b).
Or,

b
f f@®)di=0 = F(b)—Fa)=0 = Fb)=Fa) = Vxelab],F(x)=F().
La fonction F étant constante sur [a, b], on a

Vxela,bl, F/(x) =f(x) =0 = Vxe€la,b], f(x) =0.

par continuité de f
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Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
La nombre| —— f f(r)dt
b—al,

est appelé moyenne de f sur [a, b].

a
o
v
a
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La nombre

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
_b—aLf(t)dt

est appelé moyenne de f sur [a, b].

1 b
Si f est continue sur [a,b], a < b, alors 3¢ €)a, b|, e f f()dt = f(c)
a

«O)» «F»r « = Q>



La nombre

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
s L f(t)dr

est appelé moyenne de f sur [a, b].

1 b
Si f est continue sur [a,b], a < b, alors 3¢ €)a, b|, e f f()dt = f(c)
a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(r)dr.
a

«O)» «F»r « = Q>



La nombre

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
s L f(t)dr

est appelé moyenne de f sur [a, b].

1 b
Si f est continue sur [a,b], a < b, alors 3¢ €)a, b|, e f f()dt = f(c)
a

"X
preuve : On pose pour x € [a,b], F(x) = | f(z)dr.

a
La fonction F est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ avec F/(x) = f(x).

«0O0» «F»r «
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La nombre

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
s L f(t)dr

est appelé moyenne de f sur [a, b].

1 b
Si f est continue sur [a,b], a < b, alors 3¢ €)a, b|, e f f()dt = f(c)
a

"X
preuve : On pose pour x € [a,b], F(x) = | f(z)dr.
D’apres le T.AF, on sait qu’

a
La fonction F est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ avec F/(x) = f(x).

Jcela,b[, F(b) — F(a) = F'(c)(b — a).
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La nombre

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.

1 b
s L f(t)dr

est appelé moyenne de f sur [a, b].

1 b
Si f est continue sur [a,b], a < b, alors 3¢ €)a, b|, e f f()dt = f(c)
a

"X
preuve : On pose pour x € [a,b], F(x) = | f(z)dr.
a
La fonction F est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ avec F/(x) = f(x).
D’apres le T.AF, on sait qu’

Autrement dit,

Jcela, b, F(b) — F(a) = F'(c)(b — a).

b
[roya=ree-a
¢ «40» «F)»r « =) 4« Q>
 Responsable: Frédérique Le Lowér 6
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Sl g garde un signe constant sur [a, b] alors

3cela,b, f(t)g(t)dt () j o(r)dt

«0>» «Fr «E»>» « > Q>



preuve dans le cas g

3c € la,bf f(t)g(t)dt () j o(r)dt
>0:

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Sl g garde un signe constant sur [a, b] alors

a
o
v
a
U]
v
a
it
it
it
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preuve dans le cas g

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Sl g garde un signe constant sur [a, b] alors

3c € la,bf f(t)g(t)dt () j o(r)dt

0 : On distingue deux cas

«0>» «F»r «=»r < Q>
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Sl g garde un signe constant sur [a, b] alors
preuve dans le cas g

3cela,b, f(t)g(t)dt () j o(r)dt

0 : On distingue deux cas
Q SoitVx e [a,b], g(x) =0

it
v
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
scelasl, [ rewar =1 [ sa
a a
preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
© SoitVx € [a, 5], g(x) = 0. Alors ¥ c € [, b], J F()g(t)di = 0 = f(c)f 2(7) dir. (Intégrants nuls 1)

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
scelasl, [ rewar =1 [ sa
a a
preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
© SoitVx € [a, 5], g(x) = 0. Alors ¥ c € [, b], f F()g(t)di = 0 = f(c)f 2(7) dir. (Intégrants nuls 1)
@ SoitIx € [a,b], g(x) £ 0.

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>

it
v



Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
scelasl, [ rewar =1 [ sa
a a
preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
© SoitVx € [a, 5], g(x) = 0. Alors ¥ c € [, b], f F()g(t)di = 0 = f(c)f 2(7) dir. (Intégrants nuls 1)

b
@ SoitIx € [a,b], g(x) F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit J g(t)dr £ 0.
a

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
scelasl, [ rewar =1 [ sa
a a
preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
© SoitVx € [a, 5], g(x) = 0. Alors ¥ c € [, b], f F()g(t)di = 0 = f(c)f 2(7) dir. (Intégrants nuls 1)

b
@ SoitIx € [a,b], g(x) #F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit | g(7)dr & 0. La

a

«40» «F)»r « =) 4« Q>

fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
scelasl, [ rewar =1 [ sa
a a
preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
© SoitVx € [a, 5], g(x) = 0. Alors ¥ c € [, b], f F()g(t)di = 0 = f(c)f 2(7) dir. (Intégrants nuls 1)

b
@ SoitIx € [a,b], g(x) #F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit | g(7)dr & 0. La
fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].
Vie[ab], fler) <f(1) <fle2)

a

«40» «F)»r « =) 4« Q>
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

11 Propriétés des intégrales.

Theorem (2™ théoréme de la moyenne)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
3c€a,b], j F@)gt)di :f<c>j v

preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
Q SoitVx € [a,b], g(x) =0.Alors V¢ € [a,b], f f(H)g(n)dt =0 =f(c)f g(1) dr. (Intégrants nuls !)

b
@ Soit 3x € [a,b], g(x) F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit J g(t)dr £0.La

a
fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].

vrelabh st <10 =gie) = e ol e <) /(@)

Responsable: Frédérique Le Louér 7/8



MT91 - Fonctions d’une variable réelle

11 Propriétés des intégrales.

Theorem (2™ théoréme de la moyenne)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
3c€a,b], j F@)gt)di :f<c>j v

preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
Q SoitVx € [a,b], g(x) =0.Alors V¢ € [a,b], f f(H)g(n)dt =0 =f(c)f g(1) dr. (Intégrants nuls !)

b
@ Soit 3x € [a,b], g(x) F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit J g(t)dr £0.La

a
fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].

vrelabl fe) I s fle) = viela bl fe)sh < f0s) /@
b b b
= s [ star< [ s a<se [ sa

a
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

11 Propriétés des intégrales.

Theorem (2™ théoréme de la moyenne)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
3c€a,b], j F@)gt)di :f<c>j v

preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
Q SoitVx € [a,b], g(x) =0.Alors V¢ € [a,b], f f(H)g(n)dt =0 =f(c)f g(1) dr. (Intégrants nuls !)

b
@ Soit 3x € [a,b], g(x) F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit J g(t)dr £0.La

a
fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].

vrelabl fe) I s fle) = viela bl fe)sh < f0s) /@
b b b
= s [ star< [ s a<se [ sa

= f(c1) < j:fmg(x) af | fgu) a < f(ea)
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle

11 Propriétés des intégrales.

Theorem (2™ théoréme de la moyenne)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si g garde un signe constant sur [a, b] alors

b b
3c€a,b], j F@)gt)di :f<c>j v

preuve dans le cas g > 0 : On distingue deux cas.

b b
Q SoitVx € [a,b], g(x) =0.Alors V¢ € [a,b], f f(H)g(n)dt =0 =f(c)f g(1) dr. (Intégrants nuls !)

b
@ Soit 3x € [a,b], g(x) F 0. Par contraposée de la proposition page 5, on en déduit J g(t)dr £0.La

a
fonction f étant continue sur [a, b], il existe (c1, ¢2) € [a, b]? tels que f([a, b]) = [f(c1),f(c2)].

vrelabl fe) I s fle) = viela bl fe)sh < f0s) /@
b b b
= s [ star< [ s a<se [ sa

a

= f(c1) < j:fmg(x) af | fgu) a < f(ea)

D’apres le T.V.L, 3¢ € [c1, 2] < [a,b] ou (c € [c2,c1]) tel que fbf(t)g(t) dr/fb sdi=f(c) & -
En faitc €]a, b[

Responsable: Frédérique Le Louér 7/8



Soient et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b] alors

([ros dt)2 < ([ voya) ([ woya)

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>



Soient et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b] alors

([ros dt)2 < ([ voya) ([ woya)
e On suppose a < b

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.
b 2
o J- (g(n)"dt =0
a
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Soient et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b] alors

e On suppose a < b

([ros dt)2 < ([ voya) ([ woya)

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.
b 2
[1) J- (g(1))"dr = 0 = g est nulle presque partout
a

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soient et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b] alors

e On suppose a < b

([ros dt)2 < ([ voya) ([ woya)

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.

b
[1) J- (g(t))zdt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p.
a

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors

b
2
([rosoa) < ([ vora) ([ wora)
a a a
preuve : e si g = b, les intégrales sont nulles donc I’inégalité est une égalité
e On suppose a<b

L inégalité est donc une égalité.

[1) (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = J- f(Hg(t)dt =0

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>



Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors

b
2
([rosoa) < ([ vora) ([ wora)
a a a
preuve : e si g = b, les intégrales sont nulles donc I’inégalité est une égalité
e On suppose a<b

L inégalité est donc une égalité.

Qo (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = J- f(Hgt)di =0
@ On suppose que f (g(t))?dr > 0.

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors

b
2
(I f(ng(r) dt) < (f () dt) (f (g() dt)
a a a
preuve : e si g = b, les intégrales sont nulles donc I’inégalité est une égalité
e On suppose a<b

L inégalité est donc une égalité.

Qo (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = J- f(Hgt)di =0
a

@ On suppose quef (g(1)) dt > 0. On définit le polyndme P(\) J (F(1) + xg(1))

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors

b
2
(I f(ng(r) dt) < (f () dt) (f (g() dt)
a a a
preuve : e si g = b, les intégrales sont nulles donc I’inégalité est une égalité
e On suppose a<b

L inégalité est donc une égalité.

Qo (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = J- f(Hgt)di =0
On saitque V X € ]R P(X) =

@ On suppose que ( (1))?dr > 0. On définit le polynome P(A) = J (F(1) + Ag(1))dr

«O0>» «Fr «=)» 4« Q>
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Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors

b
2
([rosoa) < ([ vora) ([ wora)
a a a
preuve : e si g = b, les intégrales sont nulles donc I’inégalité est une égalité
e On suppose a<b

L inégalité est donc une égalité.

Qo (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = J- f(Hgt)di =0

On saitque V X € ]R P(X) =

@ On suppose que ( (1))?dr > 0. On définit le polynome P(A) = J (F(1) + Ag(1))dr
0 et on développe 1’expression :

PO = [ [0 + 25 @s0) + 3 (60)’]

g 2\ dr
«O0» «F»r «=)» « Q>
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle
11 Propriétés des intégrales.

Theorem (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors
b
(Froso) < ([ o) (P

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.
e On suppose a < b

(1) f (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = f f(Hg(t)dt =0

L’inégalité est donc une égalité.

@ On suppose quej (g (t)) dt > 0. On définit le polyndme P(X) = f (F( + )\g(l))
On saitque V XA € R, P(X) = 0 et on développe I’expression :

Py = [ [60) + 2 080) + 2(60)7]
_ 3 Jb ((0))%dr + 2 fbf(t)g(t) di + Jb (F(1))2di

a
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle
11 Propriétés des intégrales.

Theorem (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors
b
(Froso) < ([ o) (P

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.
e On suppose a < b

(1) f (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = f f(Hg(t)dt =0

L’inégalité est donc une égalité.

@ On suppose quej (g (t)) dt > 0. On définit le polyndme P(X) = f (F( + )\g(l))
On saitque V XA € R, P(X) = 0 et on développe I’expression :

PO = [0 +27080) + 22 (60)?]
_ 3 Jb ((0))%dr + 2 fbf(t)g(t) di + Jb (F(1))2di

a

P est de signe constant < A < 0
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MT91 - Fonctions d’une variable réelle
11 Propriétés des intégrales.

Theorem (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient et f et g deux fonctions mtegrables sur [a, b] alors
b
(Froso) < ([ o) (P

preuve : e si a = b, les intégrales sont nulles donc 1’inégalité est une égalité.
e On suppose a < b
(1) f (g(t)) dt = 0 = g est nulle presque partout = fg est nulle p.p. = f f(Hg(t)dt =0

L’inégalité est donc une égalité.

@ On suppose quej (g (t)) dt > 0. On définit le polyndme P(X) = f (F( + )\g(l))
On saitque V XA € R, P(X) = 0 et on développe I’expression :
b
PO) = [0 + 200s(0) + 2 (e0))*]
a
b

=>\2J (s()* dt+2>\jf(t (1) df+J 40]

a a

h
P est de signe constant < A < 0 < <2J f(r)g(r) dr) —4 ( f(r) ( 2(1) dt) <0<s -
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