Chapitre 5. Exercice A.2.5
On utilise la définition d'une fonction f dérivable en un point a € %y : la limite du taux d’accroissements

existe.
r—a Tr—a
e’ —1 e® — eV
1. lim = lim = exp/(0) = 1 car exp est dérivable en 0 et exp/(z) = e”.
z—0 x z—0 T —
1 Inz—1Inl 1
2. lim —— = lim - = In’(1) = 1 car In est dérivable en 1 et In'(z) = —.
=1 — z—1 rz—1 X
In(1 In(1 —Inl In(l14+h)—1Inl
3. ti MU gy A F2) =l WER) =l g
z—0 T z—0 x h—0 h
A sinz — @ i sinz — sin(%) i sinz — sin(%) r—% sin’(§) cos(%)
. —_—mm —_—_—mm 1m = _= _=
:rg% cosx — % :cg% cosx —cos(g) a3 r—3 cosx —cos(g) cos'(§5)  —sin(F)
—? car sin et cos sont dérivables en § et cos'(§) # 0.
5. On pose f(r) = sin(x — %).
g @5 o, S@=JE) —%f(x) — i(%) Lo _ - -1 f/(%,,) _
a—Z 1 —2cosx z—Z —2(cosw — cos(§)) o r—7%  cosz—cos(g) cos’ (%)
0
—1 COS((EF) = @ car f et cos sont dérivables en T et f'(x) = cos(z — §).
—sin(%
3
6 limea:_e—z:hm (ez_GO)_(e—m_BO):hm e:c_eO B e—x_eo _ 60 B _60 .y
T4—0  singz z—0 sinx —sin0 z—0sinx —sin0  sinz —sin0  cos(0)  cos(0)

car exp et sin sont dérivables en 0 et sin’(0) # 0.
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Exercice hors poly. Préciser le domaine de dérivabilité des fonctions f suivantes et calculer leur
deérivées f'(z).

—972 T 2
QI = 72 @@ =0-0VIFi @ f@) =T
V2r +3 2
@f(ﬂl’):xi+1 @f(af):m © f(z) =InvV1-a?
Puis, remplir le formulaire ci-dessous :
x eu(*) u(x n(u(z n|u(z u(z))" !
f(x) () | In(u(x)) | Inju(z)] | (u(z)) (@)
/(=)

x eu(®) u(z n(u(z n|u(x u(z))" !
(@) @ | (@) | () (u(a) o
"(z ul(z) x e*®) v (z) u(z) u(z) nxu(z) x (u(@)" 1| —n u(z)

(D) f est définie et dérivable sur R car Vo € R, 22 + 2+ 1> 0 et
roN —62% — 4x + 4
T = e
(@) f est définie et dérivable sur | — 2, +-00[\{—1} et
roa T +2
Jla) = (z+1)2y20+ 3
(3) [ est définie et dérivable sur | — 1, +oo[ et
/ 2 3 1 (1—a)?
flx)==-31-2)*V1+z + (1—2x) (5 + Tx)

(@ [ est définie et dérivable sur R\{—2} et

18
/ _ -
F@) =~ g
(5) f est définie et dérivable sur R et
fl(z) = /1

V1+ 22

(6) f est définie et dérivable sur | — 1,1 et
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Exercice 1 - Final MT90 A15 Soit f la fonction définie sur Q = | — 5;0[ U ]0; 5[ par

f) = = - —

sinz tanz

1. Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction f a préciser.
Correction : On sait que la fonction f est continue sur | — 7;0[ U ]0; Z[. Il faut montrer que
la fonction f admet une limite finie en 0. On a

1 1 1—cosz 1—cosx 1+cosz
f@)=— - = — = — X
sinx tanx sin x sin x 14 cosx
1= cos® x B sin? x _ sinx
sinz(1+cosz) sinz(l+cosz) 1+cosz
. . . . sin0 0
Les fonctions sin et cos sont continues en 0 donc lim f(z) = — = = = 0.
z—0 1+4+cosO 2 ~
On conclut que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en la fonction f définie et
continue sur | — 5; [ par

s | flx) siz#0
f(a:)—{ 0 six=0.
2. Montrer que la fonction f est dérivable en 0, puis préciser la valeur de f’ 0).
Correction : On doit montrer que le taux d’accroissement de la fonction f en 0 admet une
limite. On calcule :

F(0+h) = f(0) B L—cosh ) _l—cosh 1-—cosh " h _1—cosh " h
h N h ~ hsinh  hsinh h h?2 sin h
- ) . l—cosh ) h .
On utilise les résultats du cours : lim ————— = 5 et lim — = 1 pour en déduire que la
h—0  h? h—0 sin h
f(O+h)—f(0)

fonction f est dérivable en 0 et f'(0) = }llin%) Y = 5.
—

3. Justifier que f est dérivable sur | — 25 %[, puis calculer f'(x).
Correction : On vient de montrer que f est dérivable en 0. Les fonctions sin et tan sont
dérivables sur | — Z;0[ U ]0; 5[ et ne s’annulent pas donc la fonction f est dérivable sur
] = 5;0[U]0; §[. La fonction f est donc dérivable sur | — 51 5[ On calcule :

, cosz (—sinz)sinz —coszcosx 1 —cosx
f@)=——5-~— 2 = 2

sin® x sin“ x sin“ x

La fonction f est donc définie par

4. La fonction f’ est-elle continue sur | — 55?7 Justifier votre réponse.

Correction : La fonction f’ est continue sur | — 5:0[ U ]0; Z[ car cos et sin sont continues et
sin ne s’annule pas sur cet ensemble. Il reste a vérifier si liné () = f'(0). On écrit pour
z—

r#0:

= 1—cosz 1—cosz x?> 1—cosx T \?

f(l'): 5 = ) Xiz: B X(j. )

sin® x sin® x x x sin x
. ) . l—cosx . P
On utilise les résultats du cours : lim ——5 — = 3 et lim — = 1 pour en déduire que
B B z—0 x z—0 sIn T

:(l:ig% fl(z) = 3 x 12 =1 = f/(0). On conclut que la fonction f’ est continue sur | — 2 ; Z|.
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