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Chapitre 4 - Limite et continuité
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MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Notion de voisinage d’un point a

Definition

On dit que V est un voisinage de a dans R si V contient un intervalle ouvert contenant a.

Exemples.
1. r0, 1r n’est pas un voisinage de a � 0 dans R.
2. s � 0.001, 100r est un voisinage de a � 0 dans R.

Definition

Soit f une fonction et soit Df son domaine de définition. On dit que W est un voisinage de a dans Df si W est
de la forme W � Df X V où V est un voisinage de a dans R.

Exemples.
1. Avec f pxq � ?

x, Df � r0,�8r et a � 0 :

r0, 1r� DfXs � 1, 1r est un voisinage de a � 0 dans Df .

2. Avec f pxq � 1
x , Df � Rzt0u et a � 0 :

s � 0.001, 0rYs0, 100r est un voisinage de a � 0 dans Df .

NB : Dans ce cours, on utilisera des voisinages ouverts dans R centrés en a : sa � η, a � ηr, η ¡ 0.

x P sa � η, a � ηr ô a � η   x   a � η ô �η   x � a   η ô |x � a|   η .
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I Limite finie
Objectif : Etre capable de démontrer (entre autre) les résultats suivants :

sin x
x Ñ

xÑ0
1 sin 1

x Ñ
xÑ0

pas de limite x sin 1
x Ñ

xÑ0
0 1�cos x

x2 Ñ
xÑ0

1
2

Definition (Limite finie)

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω et f : Ωztau Ñ R une application. On dit que f pxq admet une limite finie ℓ

en a ssi @ ε ¡ 0, Dη ¡ 0,@ x P Ωztau, �|x � a|   η ñ |f pxq � ℓ|   ε
�

.

Remarque : Cette définition doit se comprendre comme celle de la convergence d’une suite.
“ Quel que soit l’écart ε ¡ 0 aussi petit qu’on veut, on peut toujours trouver un voisinage de valeurs
x P sa � η, a � ηrXDf autour de a dont les images f pxq vont s’accumuler dans la bande sℓ� ε, ℓ� εr”
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Vous trouverez ci-contre une illustration de la définition.
Soit a un point sur la droite réelle. On suppose f pxq Ñ

xÑa
ℓ.

On fixe arbitrairement un écart ε ¡ 0. On peut rétrécir la bande
sℓ� ε, ℓ� εr autant qu’on veut, on trouvera toujours un mor-
ceau de courbe (en rose) représentant les images f pxq qui s’ac-
cumulent autour ℓ.

Le voisinage de a recherché sa � η, a � ηr correspond aux
antécédents des images f pxq de ce morceau de courbe.
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Illustration de l’utilisation de la définition avec quantificateurs

Exercice : 1) Montrer que @ x P R, | sin x|   |x|.
2) Montrer, à l’aide de la définition, que sin x Ñ

xÑ0
0.

Correction : 1) Je vous demande de jeter un œil au cercle trigonométrique fourni en complément (sur la
fonction tangente). On effectue cette étude en 3 étapes :

 Si x P r0, π
2 s alors on note que sin x � HM et x est la longueur d’arc

>
IM. Dans ce cas , on a

HM ¤ >
IM ô 0 ¤ sin x ¤ x.

 Si x P rπ2 , �8r alors on écrit | sin x| ¤ 1   π
2 ¤ x � |x|.

 Si x Ps �8, 0r, on utilise l’imparité de la fonction sin. On se ramène alors aux résultats précédents pour
p�xq P r0, �8r : on a | sinp�xq| ¤ | � x| ô | � sin x| ¤ |x| ô | sin x| ¤ |x|.
conclusion : La proposition a bien été justifiée pour tout x P R.

2) On fixe ε ¡ 0. On doit chercher la valeur de η permettant de démontrer l’implication de la définition

|x � 0|   η ñ | sin x � 0|   ε

Grâce au 1), il suffit de choisir η � ε. En effet, pour tout x P Df � R, on a

|x|   η � εñ | sin x| ¤ |x|  η � εñ | sin x|   ε

On vient de montrer la définition @ ε ¡ 0, D η � ε ¡ 0, @ x P Df , p|x � 0|   η ñ | sin x � 0|   εq
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Definition (Limite à droitezà gauche)

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω et f : Ωztau Ñ R une application.
On dit que f pxq admet une limite finie ℓ P R

1 à droite en a si @ ε ¡ 0, D η ¡ 0, @ x P Ωztau, pa   x   a � η ñ |f pxq � ℓ|   εq
2 à gauche en a si @ ε ¡ 0, D η ¡ 0, @ x P Ωztau, pa � η   x   a ñ |f pxq � ℓ|   εq.

Exemple : Avec la fonction partie entière notée Epxq ou txu. Reprendre la représentation graphique de cette
fonction vue au chap 2 et étudier les limites à gauche et à droite en p P Z.

Correction : en cours

Soit un entier relatif p P Z. On sait que @ x P rp, p � 1r, Epxq � p et @ x P rp � 1, pr, Epxq � p � 1.

(i) Tout le monde voit que la fonction partie entière tend vers ℓ � p à droite de l’entier p :

@ε ¡ 0, Dη � 1,@x P R, pp   x   p � η � p � 1 ñ |Epxq � ℓ| � |p � p| � 0   εq.

(ii) Tout le monde voit que la fonction partie entière tend vers ℓ � p � 1 à gauche de l’entier p :

@ε ¡ 0, Dη � 1,@x P R, pp � η � p � 1   x   p ñ |Epxq � ℓ| � |pp � 1q � pp � 1q| � 0   εq.

Proposition
�
D ℓ P R, lim

xÑa
f pxq � ℓ

	
ô

�
D ℓ P R, lim

xÑa�
f pxq � ℓ et lim

xÑa�
f pxq � ℓ
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Definition

Soit f : sA,�8rÑ R une application. On dit que f pxq tend vers ℓ P R quand x tend vers �8 si

@ ε ¡ 0, DB P R, @x ¡ A, px ¡ B ñ |f pxq � ℓ|   εq .

Remarque : Cette définition ressemble beaucoup à celle de la convergence d’une suite. Pour l’appliquer, la
méthodologie est donc similaire.

Exercice : Soit f la fonction définie sur Df �s1, �8r par f pxq � 2x�3
x�1 .

Montrer à l’aide de la définition que lim
xÑ�8

f pxq � 2.

Correction : Soit ε ¡ 0. On résout |f pxq � 2|   ε pour trouver une borne inférieure B pour x.

(i) On simplifie |f pxq � 2| � | 2x�3
x�1 � 2| �

��� 2x�3�2px�1q
x�1

��� � | 5
x�1 | � 5

x�1 car x ¡ 1.

(ii) On cherche la valeur de B : |f pxq � 2|   εô 5
x�1   εô x�1

5 ¡ 1
ε
ô x � 1 ¡ 5

ε
ô x ¡ 5

ε
� 1 .

(iii) Comme on cherche B dans R (et non dans N) nous n’avons pas besoin d’appliquer la propriété
d’Archimède. On conclut en choisissant B � 5

ε
� 1. Comme on a raisonné par équivalence, on a bien

x ¡ B ñ |f pxq � 2|   ε.

Responsable: Frédérique Le Louër 5 / 5


	

