


MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Préliminaires

Definition (droite sécante)

Une sécante issue d’un point A d’une courbe % est une droite passant par A et un autre point M € €.

,
t
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Exemple 1. f(x) = x>, Dy = RetA = 0(0,0) € %;.

Pour tout x = 0, on choisit M(x, x?) € ;.

e Les sécantes (AM) issues de A admettent une et une
seule position limite lorsque M se rapproche de A. Cette posi-
tion limite est appelée tangente a 6; au point A et correspond
ici a I’axe des abscisses.

o On dit alors que [ est dérivable au point x4= 0 et le nombre
dérivé est le coefficient directeur de cette tangente, f'(x4) = 0.

l .
Exemple 2. g(x) = {if/;lq?;;f ! etA = (1,1) € G,.

 Pour tout x & 1, on choisit M(x, g(x)) € ;.

Les sécantes (AM) issues de A admettent deux positions
limites lorsque M se rapproche de A. Il s’agit des droites
d’équationy =2 —xety = %
o La tangente a €, au point A n’existe pas, On dit que la fonc-
tion g n’est pas dérivable en xy= 1.
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

I Définition et propriétés

On définit la dérivabilité géométriquement.

Notations : f est une fonction définie sur un intervalle ouvert 2, 4} est sa courbe représentative, A(a, f(a)) est

un point de 67, M(x, f(x)) est un autre point de ; avec (a,x) € Q% etx =+ a.

festdérivableena < existence et unicité de la position limite des sécantes (AM) issues de A

quand M tend vers A.

< existence et unicité de la limite des coefficients directeurs des sécantes (AM),

quand M tend vers A.

Definition (dérivabilité en un point)

f est dérivable en a si et seulement si lim f% existe.

x—a

Lorsqu’elle existe, cette limite, notée f”(a), est appelée nombre dérivé de f en a.

Calcul pratique : on pose x = a + h (< x — a = h) avec h & 0 et on calcule

_ i Llath)—f(a)
f(a) = ,}1_{1}) e

_ fla+h)—f(a)

Le quotient 74{h) 0
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est appelé taux d’accroissement (ou de variation) de f en a.
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festdérivableena < il existed € R et une fonction € définie au voisinage de 0 tels que
Vx=a+heQ, fla+h)=f(a)-+dh+ |hle(h) et ;llinbs(h) =0.

preuve : (<)

(=)

Exercice : Montrons que la fonction x + sin x est dérivable en tout point a € R.
correction. en cours



_J

f estdérivable ena = f est continue en a

preuve 1 : On utilise la CNS de dérivabilité : f(a + h) = f(a) + dh + |hle(h) et }llirr%) e(h) = 0.
—

preuve 2 : On utilise les opérations sur les limites en écrivant : f(x) — f(a) = ﬂ’?{%@ x (x — a).

A La réciproque est fausse.
contre-exemple : la fonction valeur absolue x — |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

Résultat admis : Les fonctions usuelles polyndmes, sinus, cosinus, exponentielle, logarithme népérien sont
continues et dérivables sur leur domaine de définition. La fonction x +— +/x est continue sur [0, +00[ et
dérivable sur |0, +00].



MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Quelques formules : Soient u et v deux fonctions dérivables. ALors,

(w) =uv+w' (1)

w\' dv—uw
R’
v %

u(a + h)v(a + h) — u(a)v(a)
h

preuve de (1) : On doit montrer que le taux d’ac.
h— 0.

admet une limite quand

Theorem (dérivée de fonctions composées)

Soient Q et Q' deux intervalles ouverts. On suppose que f : Q@ — Imf < Q/ est dérivable enaetg: Q) — R
est dérivable en b = f(a). Alors g o f est dérivable en a et

(g0f)(a) = ¢ (f(a)) x f'(a) (3)

preuve de (3) : on doit montrer que le taux d’ac. admet une limite quand 7 — 0.

gf(a+h) — g(f(a))
h
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Definition (dérivée d’ordre supérieur)

On définit la fonction dérivée n-ieme de f, notée £ ("), par récurrence sur n € N :
e pourn = 0,onaf® =f
@ pourn = 1, sif(”*l) est dérivable alorsf(”) = (f("*l))’.

Notations :
@ On note €°(2), ’ensemble des fonctions f définies et continues en tout point a € 2.

@ Soitf € ‘KO(Q) Si f’ existe et est continue sur 2, on dit que f est continiiment dérivable sur 2.
On note %' (§2), I’ensemble des fonctions f € %°(£2) contintiment dérivable sur €.

© Plus généralement, pour n > 1, on définit I’ensemble €”(£2) de la fagon suivante :
FEFHN) < VxeQ, fM(x)existeet £ estcontinue sur Q

O SiVneN, £ est dérivable alors on dit que f € €.

Résultat admis : Les fonctions usuelles polynomes, sinus, cosinus, exponentielle, logarithme népérien sont de
classe € sur leur domaine de définition. La fonction x — /x est de classe €* sur ]0, 4+00[.

Exemples : avec x — x® (a € R), exp, In, cos et sin.
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Quelques formules : Soient f et g deux fonctions n fois dérivables en a. Alors

Q Si ) e Ralors ()™ (a) = M (a)

@ la somme est n fois dérivable en a : (f + g)"™ (a) = £ (a) + ¢ (a)

© le produit est n fois dérivable en a :
() (a) =(fg)(a) = f(a)s(a)
()" (a) =(fe)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) = 1/ (a)g P (a) + 13 (a)g" (a)
()P (@) = (D) (@) = (7" (@s(@) + 7' (@) @) + (' (@) (@) + ()" (@)

= 1@ (@5 (@) + 25D (@) (@) + 1</ (@D a)

Formule de Leibniz : (fg)(") (a) = i (Z) f(k) (a)g("—k)(a)
k=0

. (n , ,
oll <k> - kl(n"ik)l — nx(n IIX)ZXX X (Qk k+1) ¢ obtient récursivement A ’aide du triangle de Pascal (voir

le complément « Bindme de Newton » sur Moodle).
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