
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Theorem (Caractérisation séquentielle d’une limite finie)

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω et f : Ωztau Ñ R une application.�
D!ℓ P R, lim

xÑa
f pxq � ℓ

	
ô

�
D!ℓ P R, @ pxnq,

#
xn Ñ

nÑ�8
a

@ n P N, xn P Ωztau
ñ lim

nÑ�8
f pxnq � ℓ.

�

preuve de pñq. en cours

Application : Ce théorème est souvent utilisé pour démontrer qu’une fonction n’admet pas de limite
ℓ P R en utilisant la contraposée :

D pxnq,

#
xn Ñ

nÑ�8
a

@ n P N, xn P Ωztau
et
�
f pxnq

�
est une suite divergente ñ f n’admet pas de limite en a

Exemple : On considère la fonction définie sur Rzt0u par f pxq � sin 1
x .

Montrons que cette fonction n’admet pas de limite en a � 0.

Correction : en cours

Vous connaissez une suite divergente qui est celle de terme général p�1qn.
Comme les images par sinus sont comprises entre �1 et 1, il est possible de trouver une suite pxnq qui tende
vers a � 0 de sorte que f pxnq � p�1qn.

f pxnq � sin 1
xn

et p�1qn � sin
�
nπ � π

2

�
Alors on pose xn �

1
nπ�π

2
pour n ¥ 0. Ainsi xn Ñ

nÑ8
0 et f pxnq � sin 1

1
nπ�π

2

� sin
�
nπ � π

2

�
� p�1qn

La proposition de droite est satisfaite donc la fonction f n’admet pas de limite en a � 0.

Responsable: Frédérique Le Louër 1 / 5
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II Propriétés et opérations sur les limites

Theorem

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω et f1, f2 et f des applications définies sur Ωztau.
1 (de comparaison des limites) On suppose D ℓ1 P R, lim

xÑa
f1pxq � ℓ1 et D ℓ2 P R, lim

xÑa
f2pxq � ℓ2.

Alors
�
@ x P Ωztau, f1pxq ¤ f2pxq

�
ñ ℓ1 ¤ ℓ2.

2 (des gendarmes) On suppose D ℓ P R, lim
xÑa

f1pxq � ℓ � lim
xÑa

f2pxq.

Alors
�
@ x P Ωztau, f1pxq ¤ f pxq ¤ f2pxq

�
ñ lim

xÑa
f pxq � ℓ.

Corollary

1 (corollaire 1) On suppose lim
xÑa

gpxq � 0 et @x P Ωztau, |f pxq| ¤ gpxq. Alors lim
xÑa

f pxq � 0.

2 (corollaire 2) On suppose que Im f est borné et lim
xÑa

gpxq � 0. Alors lim
xÑa

fpxqgpxq � 0.

Remarque. Ces théorèmes sont valables pour les limites finies à gauche, à droite d’un point a et pour les
limites finies quand x tend �8.

Exemple 1 : Montrons que x sin 1
x Ñ

xÑ0
0.

Correction. en cours
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Theorem (somme/produit/quotient)

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω et f et g des applications définies sur Ωztau.
On suppose D ℓ P R, lim

xÑa
fpxq � ℓ et D ℓ1 P R, lim

xÑa
gpxq � ℓ1.

1⃝ (somme) lim
xÑa

f pxq � gpxq � ℓ� ℓ1 2⃝ @λ P R, lim
xÑa

λf pxq � λℓ

3⃝ (produit) lim
xÑa

f pxqgpxq � ℓℓ1 4⃝ (quotient)
"
@ x P Ωztau, gpxq �� 0
ℓ1 �� 0 ñ lim

xÑa
f pxq
gpxq �

ℓ
ℓ1

.

Remarque. Ce théorème est valable pour les limites finies à gauche, à droite d’un point a et pour les limites
finies quand x tend �8.

Exemple 1 : Montrons que 1�cos x
x2 Ñ

xÑ0
1
2 .

Correction. en cours

Theorem (composition)

Soit Ω un intervalle de R, a P Ω, f une application définie sur Ωztau .
Soit g une application définie au voisinage de b P R et ℓ P R.

5⃝
�
lim
xÑa

f pxq � b et lim
xÑb

gpxq � ℓ
	

ñ lim
xÑa

g � f pxq � ℓ.

Exemple 2 : Montrons que sin2p3xq
1�cosp2xq Ñ

xÑ0
9
2 .

Correction. en cours
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Exercice : Montrons que x
sin x Ñ

xÑ0
1.

Correction.

(i) Étape 1 : on démontre l’encadrement @ x P s � π
2 , 0rYs0, π

2 r , cos x ¤ x
sin x ¤

1
cos x .

Jeter un œil au cercle trigonométrique fournit en complément sur la tangente, page 2.

 Soit x P s0, π
2 r. On rappelle que x (en radian) est la longueur de l’arc

>
IM. De plus,

OH � cos x, OK � HM � sin x et IT � tan x � sin x
cos x .

On peut calculer les aires suivantes :
Aire du triangle OHM � OH�HM

2 � cos x sin x
2

Aire de la portion de disque
>
OIM � x

2
Aire du triangle OIT � OI�IT

2 � 1�tan x
2 � sin x

2 cos x

On remarque que AirepOHMq ¤ Airep
>
OIMq ¤ AirepOITq car les géométries sont imbriquées les unes

dans les autres. Cela donne cos x sin x
2 ¤ x

2 ¤
sin x

2 cos x ñ
on divise par sin x

2

cos x ¤ x
sin x ¤

1
cos x

 Les fonctions étant toutes paires, cette inégalité reste vraie sur l’intervalle s � π
2 , 0r.

(ii) Étape 2 : on utilise le résultat lim
xÑ0

cos x � lim
xÑ0

1 � 2psin x
2 q

2

� 1.

Comme 1 �� 0, on a aussi lim
xÑ0

1
cos x � 1. D’après le théorème des gendarmes, on a lim

xÑ0
x

sin x � 1.

NB : comme la limite est non nulle, on vient de démontrer que lim
xÑ0

sin x
x � 1.
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Exercice de cours de la section A.1

Pour une meilleure compréhension du cours, vous pouvez faire les exercices suivants :

 Chapitre 4 : A.1.2

 Chapitre 4 : A.1.5

 Chapitre 4 : A.1.7

 Chapitre 4 : A.1.9

Ces exercices sont à faire en dehors des TDs et avant les 3h de TDs qui suivent ce cours.
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