MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

1I Extrema locaux

Definition (Extremum local)

Soit D une partie de R et f:x € D — f(x) une application. Soit xo € D.

@ On dit que xq réalise un mimimum local de f sur Dsi3n > 0, Yx €]xg — 1, x0 + n["D, f(x) = f(x0).
@ On dit que xg réalise un maximum local de f sur D si 37 > 0, Vx €]xg — 0, %0 + n[AD, f(x) < f(x0).

Exemple : Soit f : R — R définie par f(x) = e~ (x + 1)2.
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Question : f admet-elle un extremum global sur 2 ? un extremum local sur Q2 ?
@ surQ =R @ sur Q = [0,2] @ sur Q =]0,2[
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A La nature de I’intervalle €2 influence les résultats !

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert Q@ = la, b[ avec a < b.
Si x* réalise un minimum ou maximum local de f sur Q alors ~ f'(x*) = 0.

preuve : dans le cas ot x* réalise un minimum local.
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hypothese : f est dérivable en x* < lim+ Mhﬂﬁ = lim M}IMX—Z =f(x*).
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but : on montre que f/ (x*) < 0 et f'(x*) = 0.

dém :
A Le théoreme est faux si €2 n’est pas ouvert.
contre-exemple : cf I’exemple précédent avec 2 = [0, 2],

A La réciproque est fausse.
contre-exemple : f(x) = x> sur Q@ = R n’admet pas d’extrema locaux alors que f£/(0), = 0. . ~
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dc €la, b, f'(c) = 0.

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] (a < b) et dérivable sur |a, b| tel que f(a) = f(b). Alors,

preuve :

y = f(=)
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Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] et dérivable sur a,b[ (a < b).

Alors 3¢ €]a, b, f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

preuve : on applique le théoréme de Rolle a la fonction ¢
définie sur [a, b] par ¢(x) = f(x)
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Les droites A et (AB) ont méme coefficient directeur : elles sont paralleles.
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Caractérisation de la monotonie

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors,
o festcroissante sur [a,b] < Vx€la,b[, f'(x) = 0.

preuve : (=) Hyp : f est dérivable sur Ja, b[ et croissante sur [a, b]

(<) Soit (x1,x2) € [a, b]? tels que x; < x;. On veut montrer que f(x;) < f(x2).

Remarque : OnaVx €la,b[ , f/(x) >0 = f est strictement croissante sur [a, b]

A La réciproque est fausse !
contre-exemple : f(x) = x° est strictement monotone et pourtant 3x = 0 € R, f'(x) = 0.

o festdécroissante sur [a,b] < Vxé€]a,b[, f(x) <0.
o fest constante sur [a,b] < Vx€la,b[, f'(x) =0.




	

