Chapitre 4. Exercice A.2.6 Soient a > 0et b > 0.
1. On utilise la caractérisation de la fonction partie entiére :

VXeER, X-1<E(X)<X.

Pour z # 0 et X =2 onobtient%—l<E(%)§%

Il

b b b b
z>0= $><<—1><><E<>§>< = ,_E<f1(x)§,
a x a x x
b b b b
r<0= $x<—1>>xxE<>2xx = f—£>f1(x)27
a x a x a a a
Puisque g -z szO g, on en déduit grace au théoréme des gendarmes que f1(x) szO g.

2. Il faut étudier la fonction fa sur les intervalles | —a, 0] et |0, al.
e Siz€]0,al, alors £ €]0,1[ et E(Z) = 0. Par conséquent Vx €]0,a[, fa(z) =0 et

lim fa(z)=0.

z—07t
eSizc]—a,0[alors £ €] —1,0[ et E(Y) = —1. Par conséquent
lim fo(z) = lim —— = +4o00.
z—0~ z—=0- X

conclusion : la limite & droite existe mais la limite & gauche n’existe pas donc la fonction fo n’admet
pas de limite en 0.
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Chapitre 4. Exercice A.2.4

x?sin 1

1 x '
— L = X T sin %
sin x sinx
On a — — 1. De plus sin L est borné sur R* donc xsin £ — 0.
sinx z—0 z T z—0

- X xsin 1

On en déduit que z
sin x

— 1x0=0.
x—0

3. o La limite est indéterminée en 400, on utilise la méthode du conjugué :

= = — 0
T+ 2+ Va4 4z T+ 2+ Va?+ 4z T+ 24+ Va2 4 4x vo+o0

e En —oo on obtient directement le résultat
r+2—Vz2+4r — —oo.
T—r—00
5. Il faut écrire pour > 0 : z — 2 = (v — v/2) (/7 + v/2). On obtient

r=VET JEE- VD) NG V2ol

42 ae . @2V )@+ 24 Vel Hdr) (@42 - (2% 4 do) 4

1-2 (Vi VD(EIVI) JEtviee2/i 2

7. On utilise le résultat % X—>O 1 pour X =2z et X = 3x.
—

sin 2x . 1 sin 2x 3z 1
=sin2x X cos3xr X — = X 2 X coS 3T X — X —
tan 3z sin 3z 2z sindz 3x
sin 2x 3x 2 2 2
= X COS 3T X — X— = Ix1x1lx-=-=—.
2x sin3x 3 z—0 3 3
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Exercice supplémentaire. Démontrer, a ’aide de la définition avec quantificateurs, que la fonction

deéfinie sur ]0, +oo[ par

1
- si0<z<l1
T

Vo osiz>1

flz) =
admet une limite finie quand x — 1.

1. Représenter graphiquement cette fonction. On rappelle la définition de la limite.
Ve>0,3n>0,Vze|0,+o0f, (Jz =1 <n=|f(z) -1 <e).

2. Soit € > 0 fixé. On doit commencer par résoudre l'inégalité |f(z) — 1| < e.
Ici on doit le faire deux fois :

o A gauchedea=1":

1 1
—1’<5 S l-e<—<14e & {
XT e

1 1 :
E>$>m siOe <1
T > sie > 1.

1
T+e
L’application de la fonction inverse change le sens des symboles <.
L’ensemble des solutions situées dans l'intervalle |0, 1[ est S, ::]ﬁ, 1.

e A droitede a=1":

(1-eP<z<(l+e)? sio<e<l

—1 1-—- 1 .
Wr—1<e & e<Vz<l4e & {0§x<(1—|—5)2 Ge> 1.

(Représenter graphiquement /- pour mieuz comprendre la distinction de cas.)
Dans tous les cas, I’ensemble des solutions situées dans l'intervalle [1, +-oo[ est Sy := [1, (1 +¢)?[.

3. On conclut en proposant un intervalle centré en a = 1 situé dans 'ensemble des solution

S = 8y USa =], (14207
On propose la condition = € |1 —n, 1+ n[ avec n = min(1 — 1%—57 (1+¢)2—1).

ze€l]l=n 149 = Jz—-1<n = z€8 = |flr)-1<e

Frédérique Le Louér 3



Chapitre 4. Exercice A.2.8
1. Soit f une fonction définie sur D. Par hypothése f admet une limite £ € R en x¢, ce qui signifie

Ve >0, I >O,Vx6D\{x0}<|x—:Uo| <= |f(z) — ¢ <s) .

On devine assez aisément que dans ce cas, la fonction |f|: z — |f(x)| admet une limite en z( égale a
|¢|. Nous devons donc montrer que :

Ve >0, >0, Ve e D\{x0}<\x—xo\ <= [|f@)] - 1] <a) .

la| — ]bH < |a—b‘.
2 , puis on applique la fonction /-

e Pour cela, il suffit de démontrer I'inégalité suivante : V(a,b) € R?,
Pour ce faire, on démontre plutot V(a,b) € R?, ||a| — ]bH2 <la—b
qui est croissante.

preuve : Soient (a,b) € R2. Comme |a|? = a

2 on obtient

2 2
|lal = [b]]™ = (lal = [b])" = |al* — 2lal[b] + [b]* = a* — 2|ab| + b*

‘a—bf: (a—b)2:a2—2ab+b2.
Comme Vz € R, x < |z|, on peut écrire avec z = ab
ab < |ab| = —|ab| < —ab = —2|ab| < —2ab = a® — 2|ab| + b* < a® — 2ab+ b?.

On a bien

llal = 1BI]* < la—=b* = V/(la = b])? < V/(a =) = |la| = bl| < |a—b] .

e Conclusion : Soit € > 0. Par hypotheése, I, > 0, Va € D\{xo}O:c —xol <m = |f(x) ¢ < 5) )
En choisissant ny = 11 on obtient

|z — zo| <m2 = |w — 0| <mu = [|f (@) = W] < [f(2) — 4] <e.

2. La réciproque est fausse.

siz <0

sixz >0

La fonction |f| est la fonction constante égale a 1 sur R\{0} donc elle admet une limite en tout point
xo € R alors que la fonction f n’admet pas de limite en xg = 0 (les limites & gauche et a droite sont
différentes).

Contre-exemple : on peut prendre la fonction f définie sur R\{0} par f(z) = { _11
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Chapitre 4. Exercice A.2.10
1. Le sens « = » est trivial : Ve > 0, |a] =0 < e.
Pour démontrer 'autre sens « <= », on peut démontrer la contraposée :

a#0=3e>0, |a| > €.

preuve : soit a € R\{0}, on pose € = |a|. Alors, ¢ > 0 (car a # 0) et |a| = ¢ = |a| > .
2. On dit que f est une fonction périodique si

AT >0,VneZ,Vx €R, f(x+nT) = f(x).

Soit ¢ € R. On doit montrer que « f est périodique et lim f(x)=¢ = VzeR, f(z)=1~{».

T—+00
preuve : e On sait que

Ve>0,FA>0,VzeR(z > A= |f(z)— ¥ <e).

Ceci se réécrit Ve > 0, 3A > 0, Vo €]A, +oo, |f(z) —{] <e.
A—
e Soit © €] — 00, A] et soit T' > 0 la période de la fonction f. On pose X = Tw D’apres la propriété
d’Archimede, il existe n € N tel que n > X. On obtient
A—z

>
"o

= z+nT>A = |f(r+nT)—4<e = |f(z)—{<e.

On en déduit que Vz €] — 00, 4], |f(z) — (] < e.
e Finalement, Ve > 0,Vz € R, |f(z) — ¢ < e. D’aprés la question 1., on en déduit que Va €
R, |f(x) — €] =0 et donc Vz € R, f(x)=¢. La fonction f est constante.
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Chapitre 4. Exercice A.2.1
Les fonctions sont définies sur R\{0}. On a la CNS suivante

f admet une limite £ en 0 < V(x,,), (mn = 0et z, € R\{0} = f(zp) = E)
1. La contraposée devient

f n’admet pas de limite en 0 < 3(z,,), <a;n = 0 et z,, € R\{0} et (f(x,)) diverge )

1
e Pour fi(x) = sin — on prend la suite (x,,) définie par z,, = pour n > 0.
x

T+
On a bien z, = 0 et z, € R\{0} et f(zn) = (—1)". La suite (f(z,)) diverge.

1

T

On a bien z, = 0 et x,, € R\{0} et f(x,) = (—1)". La suite (f(z,)) diverge.

e Pour fy(z) = cos =, on prend la suite (x,) définie par x,, = — pour n > 1.
nm

— ="

x
e Pour f3(z) = ;— cosz, on prend la suite (z,,) définie par x,, = ~—~— pour n > 1.

]
1

On a bien z,, — 0 et 2, € R\{0} et f(x,) = (—1)"cos — (cos est paire). Il y a deux méthodes pour
n—r00 n

montrer la divergence de (f(x,)) :

methode 1 : On raisonne par 'absurde :
On suppose que (f(z,)) converge vers une limite £ € R. Dans ce cas les suites (f(z2n)) et (f(z2n41))

1
convergent vers la méme limite ¢ également. Comme f(z9,) = cos on et f(zopt1) = — cos on
n

2n+1
en déduit que (f(z2,)) et (f(22n41)) convergent vers 1 et —1 respectivement, contradiction.

methode 2 : On pose u, = (—1)". On étudie la convergence de f(z,) — uy = (—1)"(cos + — 1).

La suite de terme général (—1)" est bornée et cos2—1 — 0. Donc d’apres le corollaire 2 du Théoréme
n—oo

des gendarmes, on en déduit que f(x,)—u, — 0. Maintenant, on raisonne par ’absurde : on suppose
n—oo

que (f(zn)) converge et on écrit (—1)" = f(2,,) — (—1)"(cos = —1). D’aprés les opérations sur les suites
convergentes, on en déduit que (—1)" converge ce qui est faux. Donc la suite (f(x,)) diverge.
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