Chap 4. Exercice A.2.19.

1. Faire une représentation graphique de fo, fi et fio.
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e Tout d’abord on montre que la suite de fonctions converge vers la fonction identiquement nulle.
Pour z =0, on a f,(0) = 0. La suite (f,(0)) est constante égale & 0 donc converge vers x = 0.
Pour z €]0, 1] fixé. Il existe N = E(2) + 1 tel que z < %. POur tout entier n > N, on a

2 2
2 <2
n_- N
La suite (f,(0)) est constante égale & 0 & partir du rang N donc elle converge vers x = 0.
On en déduit que la suite de fonction (f,) converge simplement vers la fonction identiquement nulle.

<z = falx)=0.

e En ce qui concerne la convergence uniforme, on détermine u,, = sup{|fn(2)[; = € [0,1]} = f,(2) = n.
Comme (u,) diverge vers oo la convergence n’est pas uniforme.

2. o A 1 fixé, on vérifie tout d’abord si la suite (f,(x)) converge. Comme & I’exercice A.2.6 du chapitre
4, on utilise 'encadrement de la fonction partie entiére :

VieR, t—1<E(t)<t

Pour z # 0 fixé, on pose t = 7 et

2
x
sI<EQ)s: 5 - <fal@)<w
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D’apres le théoréme des gendarmes, la suite (f,(x) converge vers x.
Pour x = 0, la suite (f,(0)) est constante égale a 0 donc converge vers z = 0.
La suite de fonction (f,,) converge simplement sur D = [0, 1] vers la fonction f(x) = x.

e [’encadrement de f, permet de démontrer la convergence uniforme :

2

Ve e D=[0,1], == < ful@) - f(2) <0.

On en déduit que u, = sup{|fn(z) — f(z)|; z € [0,1]} = 1. Comme u,, — 0, on en déduit que la

n—-+400
convergence est uniforme.
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Chap 5. Exercice A.2.27.

1. Pour z > 0 fix¢, on a Vn >z, fu(z) = (1 - 3)" = e in(1=3),

On sait que lim M = —1 donc par composition de limites lim % =—1.
t—0 n—00 n
D’ou
" ln(l—%)
= 7 —e®
fa(z) =c¢ o flx)=e".
2. Pour x > n, on a |fy(x) — f(x)] = e * donc u, = max |fp(z) — f(x)| =™
z€[n,+oo|
3a) On calcule la dérivée premiére pour x € [0,n] :
(@) = ( 1) —% 1 n—1 1 1—=2
)= (n— = =
Pn -2 x—n n—x
x 0 1 n-
() + 0 -
pn (1)
0 —00

D’apres le tableau de variation, on a Vx € ]0, 1], ¢,(x) > 0.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiares, !¢, € |1, n[, vn(cy) = 0.

x 0 Cn n-

on(z) + 0 -

3b) On étudie les variations de f,, — f :

S|

n

= fr(x) = f(2) =0 pn(z) =0z =cp.

) % (1 - E)n—l + e T — _e(n—l)ln(l—%) + e — % (1 - egon(x)> .
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n
fa@) = f(z) - 0 +
0 0
fn(@) = f(2) \ o /
|fn(@) — f(2)] '
0 / \ 0
@nlen) =0 = (= DIl = =) =~ = falea) = (1= %) x (1= )00 =1
3c) Ona g/ (z) =e*(1—x). Dol
X 1 +00
9'(z) + 0 _
0
4. On peut écrire
\V/n 2 1’ V.T € [07+OO[7 ’fn(x) - f(m)‘ S max(%,efn) = % n_;)_OO

Donc (f,) converge uniformément vers f sur [0, +0o0l.
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Chap 5. Exercice A.2.28. Convergence uniforme de séries de fonctions continues

1. Pour x =0, on a S,(0) = 0 et converge vers S(0) = 0.

Pour x # 0, on remarque que S,(—x) = —S,(z) et on étudie le cas x > 0 avec les régles de Riemann :
3
3 n’x 1
=————>—-#0

donc (Sp(x)) converge.

2. Pour tout n € N*, la fonction |f,| est paire, donc on cherche un maximum global sur [0, 4o00[

uniquement.
n(1+ n?z?) — 222n3 n(1 — nz?)

fulz) = =

n2(1 + n2z2)2 n2(1 + n2z2)2

+o0

3=

1
Up = —5
" 2n2

()
0 / \ 0

3. Soit n>1et z €R,

n +o0 00 400 +o00
|Su(z) = S(@)| = D fule) =D ful@) =] Y. fl@)| < D @< D we
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

4. D’apres les regles de Riemann la série ) w, converge vers une limite ¢ donc
n>0

“+o0 n
uy = £ — u, — £—£=0.
Doou=l=) u =
k=n+1 k=1

La série (S,) converge donc uniformément vers S sur R.

5. Comme pour tout n € N*, la fonction f, est continue, on en déduit que S, aussi en tant que somme
finie de fonctions continues. La convergence uniforme assure que la limite S est également continue.
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Chap 5. Exercice A.2.29.

1.On a
go(x) =H(z)x Hl—2)=0 < H(x)=00uH(l1—z)=0

& 2<0oul—-—2<0
& 1z €] —00,0]U[L, 400

2. Pour z € ]0,1[, on a

g (x)=H'(x)H(1 —z)— H(z)H'(1 — ) =3¢ el TE — i x —— ¥ T

La dérivée premiere s’annule en ¢y = 1 et m]ax[ l90(2)| = g(co) = H(3) x H(3) = 1.
z€ 0,1
x 0 3 1
J'(z) + 0 -
1
0 0

D’apres 1. max|go(x)| = 1.
zeR
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4. Soit x € R fixé. On a
go(r—n)=H(x—n)H(l1—(z—n))=H(x—n)H(n+1—21x)=0.
5. Soit x € R fixé. Pour tout n > x, on aura
Sp(x) =H(x — E(z))H(1+ E(z) — ).
La suite (Sy,(x)) est constante & partir d’un certain rang donc converge vers le nombre
S(z)=H(zx— E(z))H(1+ E(x) — x) = go(x — E(x)).
La fonction S est périodique de période 1 car
E(z+1)=14+FE(x)= S@+1)=g(z+1—-E(x+1)) = go(x+1—E(z) —1) = go(z — E(z)) = S(z).

Yy

y = S(x)

6. Soit n € N fixé. On a :

o1 o 1 .
e wne nti-r gix €n,n+1]
0 sinon.

La fonction g, est continues en tant que composée de fonctions continues sur |n,n + 1.

Elle est continue sur | — oo, n[U]n + 1, 400] car constante.

Il reste a vérifier les limites suivantes : lim+ gn(x) =gp(n)=0et lim gy(z) =gn(n+1)=0
r—n

x—(n+1)~
1 1 1 g__1_
- — =400 = 2- - —0 = e n = 0 =gux) = 0.
T —n zont 0T T —nNn z—nt z—nt z—nt
1 1 1 g1
_ =5 — =400 = 2-—— = -0 = e ntl-z — 0 =gpx) — O
n+1—x zsmnt+1)- 0 n+1—2 z-mn+1)- z—(n+1)~ z—nt

Frédérique Le Louér 7



La fonction g, est continue en tout point sur R.

7. La suite (.5,,) ne converge pas uniformément vers S car

Frédérique Le Louér 8



