Exercice A.2.1 : Il faut démontrer la proposition suivante
Ve >0,3N e NVn €N, (n> N = |u, — 3| > ¢).
On suit la méthodologie vue en cours : Soit € > 0 fixé.

(i) On simplifie, si possible, 'expression |u, — %] :

’:|n;1_1|:‘w’:|;1’:i
2n 2 2n 2n 2n”

D[

[un —
(ii) On résout (par équivalence) I'inégalité |u, — 3| < ¢ d’inconnue n.
lu —l\<a<:>i<e<:>i<n
"2 2n 2
iii) On conclut : On pose N = E(5-) + 1. On a bien
iii) On conclut : O N =E(L)+1. On abi

1
n>N:>n>2—:>|un—%|<€
19

La définition avec quantificateurs est démontrée.
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Exercice A.2.4 : A faire!
On n’utilise pas la définition avec quantificateurs ici.

(i) up = % = # On utilise le premier corollaire du théoreme des gendarmes puisque

1
n
Or, £ — 0 donc la suite (u,) converge vers 0 également.
n—oo

(ii) Le terme général est indéterminé. On applique la méthode du conjugué pour les racines :

(Vn+1+/n) 1

tn = (VR L= V) X e 7 T Ve s 1T v

L’expression obtenue n’est plus indéterminée : u,, — 0(= +%.O)
n—oo

(iii) On peut montrer que la suite (u,) converge en étudiant les variations de (u,). On a

up =In(n+1) —Inn =In(%t) = In(1 + 1). Comme In est une fonction croissante, on a

1

1 1 1 1 )
n<n—|—1éﬁ>mél—l—ﬁ>1+n7+1:>1n(1—|—5)>ln(1—|—n+1)éun>un+1

La suite u,, est strictement décroissante. De plus elle est minorée par 0 car
1 1
I+=>1 = wup,=In(1+;)>nl=0.
n
Toute suite décroissante et minorée converge.

Cependant pour trouver la valeur de la limite, nous avons besoin de la continuité de la fonction
In.Sil+2 — Tlalorsu,=In(1+2) —» Inl1=0.
n—oo n—oo
(iv) On remarque que 0 < a <b = 0< ¢ < 1. Ainsi on fait apparaitre la suite géométrique
((%)n)nzo dans le terme général de u,, :
a"+b" b e+l ()" +1

a

b

= — X o =
@b b e 1 (41

Up —

Comme, 0< 7 <1 = ($)" — 0, on en déduit que la suite (u,) converge et tend vers —1.

n—oo
n
v) On connait I’expression explicite de u, = k=04+14- +n="0tD op peut utiliser le
2
k=0
théoreme de comparaison a l'infini : comme Vn >0, u,, > n, on a
n — 400 =  u, — —4o00.

n—o0 n—oo

(vi) 1l s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique : 1+ q+¢> +--- +¢" = 1_1‘7_71; . On

calcule alors le terme général :

Up = i <_;>k _ 1+<_;>+<_;>2+...+<_;)n _ 11—_(—(%)51:1;1 _ g (1 - (_;)n—i-l)

— 0. La suite converge vers %.

1\n+1
) n—00

Comme | — [ <lona (—%
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(vii) On rappelle que n! est le factoriel de n et correspond au produit des n premiers entiers ( en
commengant par 1 biensur) :
nl=1x2x3x:--xn.

On réécrit alors u, comme un produit de n fractions :

n—1 n

n n

1XxX2x3x---Xn 1 2 3
Up = = — X=X =X -+ X
nNXnNnXxXxnx---Xn n n n

On remarque alors que les numérateurs sont toujours inférieurs ou égaux au dénominateurs
puisqu’il s’agit des entiers plus petit que n. On a donc
1 2 3 n—1 n
Up = — X — X — X -+ X X —
n n n n n
<1

On conclut avec le théoreme des gendarmes : comme Vn > 1,0 < u, < %, on a

-0 = wu, — 0.
—00 —00

SRS

(viii) On procede comme au (vi). On réécrit u, comme un produit de n fractions :

2 2

2m 2X2X2%x---x2 2 2
Up = — = == X=X
n! 1x2%x3x---xn 1 2

X« X

[SSRIN )
S
|
—_
S

Exceptée la premiere fraction, les dénominateurs sont toujours supérieurs ou égaux au numénateurs
puisqu’il s’agit des entiers compris entre 2 et n. On a donc
2 2

2
3 n—1 n

On conclut avec le théoreme des gendarmes : comme Vn > 1,0 < u, < %, on a

4
- >0 = u, — 0.
n —oo — 00

(ix) Il s’agit du produit des deux précédentes suites :

n nl 2"
= = x —.
tn n*  n"  nl

D’apres les opérations sur les limites des suites convergentes, on en déduit que uw,, — 0.
n—oo
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