Chapitre 5. Exercice A.2.6
3. On pose f(z) = 23 et g(x) = €®. Les fonctions f et g sont au moins 5 fois dérivables. La formule de
Leibniz est

5
199w =3 (7) 1)
k=0

e On note d’avance que f* et f® sont nulles et Vk € N, ¢¥)(z) = €.
e Triangle de Pascal jusque n =5 :

1[1
1[2]1
1[3[3]1
1[4]6 1
1[5]10[10]5[1]

(F9)P(2) =1 x (2%)e® + 5 x (322)e” + 10 x (62)e® 4+ 10 x (6)e® + 0+ 0 = ®(z* + 1522 + 60z + 60).

4. o Calcul de la dérivée n-ieme de (22 + 1)e® :

On pose f(z) = e® et g(z) = 22 + 1. On sait que la dérivée 3¢me de g s’annule et fF)(z) = e* donc

() () — " In (=E) (Vg ®) (1) = n ™) () a(z n (=1 (Vo (2 n (=2) ()" (2
(F9) (@) kz()(k)f @) = () 1@t + (1) £ @ @)+ () 102 a)g @)+ 0
n(n —1)

2
= e(x® + 2nx +n(n — 1) +1)

e (2% 4 1) 4 ne®(2z) + e’ x 2

e Calcul de la dérivée n-ieme de z%(z + 1)" :

On pose f(z) = 22 et g(z) = (z + 1)". On sait que la dérivée 3éme de f s’annule et ¢g¥)(z) =
(24 1)"* donc

(n—k)!
9w =3 (1) 79 @@ = () s @) + (1) F@a D)+ (5) 2@ @) 0
:xQXg—!!—I—nXQacx le!!(:c—i—l)—l—TL(nQ_l)xQx Z—;(ac—l—l)z

=nl(z? + 2nx(z +1) + @(w +1)?)
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Chapitre 5. Exercice hors poly. Fonction convexe, fonction concave
Soient f et g deux fonction définies sur |0, +oo[ par
fx)=¢e¢"—Inzx et g(z) = In(In(1 + z)) — 2°.
1. Montrer que les fonctions f’ et ¢’ s’annulent au moins une fois dans l'intervalle }%, 1].
(Indication : appliquer le TVI a f' et g'.)
2. Calculer f"(x) et ¢"(x).

3. Sans dresser le tableau de variation, justifier ’existence d'un extremum global pour les fonctions f
et g. Puis préciser leur nature.

Correction. 1. Les fonctions f et g sont au moins de classe €2 sur ]0, +-o00[ par somme et composition
de fonctions usuelles (polynomes, exp et In).
On calcule les dérivées premiéres :

(o) =" — 1 e "(z) = 1 — 2
flz)=e x AC) (z+1)In(z +1) 2.

eOnaf(l)=e—1>0et f/(3) =+e—2 <0 (car e < 4). D’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, I¢1 €)%, 1[, f'(c1) = 0.

oOnag’(l):Wl(z)—2<0carln(2)>1n(\/é):%doncﬁ<2
et ¢'(3) = % -1 > Tl(%) -4 = @ — &= > 0 car 2 < e. D’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, 3¢g €13, 1[, ¢'(c2) = 0.
> 1 In(1+z)+1
+x)+
"z)=e"+ — et ¢'(z) = —— -2
f @ 22 9@ = w1 £ )

3. e On remarque que Y €]0,400[, f(x) > 0 donc f est convexe. Comme f’ s’annule en ¢, on en
déduit que f(c1) est le minimum global de f sur |0, 4o00].
e On remarque que Y €]0,+o0o[, ¢”(z) < 0 donc g est concave. Comme ¢’ s’annule en co, on en
déduit que g(cz) est le maximum global de g sur ]0, +o0l.
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Chapitre 5. Exercice A.2.14
2. On pose ¢(z) = f(z) — J(b) = fla)

4(0) = g(a) > g(z). On remarque que le résultat voulu est équivalent a obtenir
a

¢'(c) = 0 car ¢’ ne ’annule pas sur |a;b[. On applique le théoréme de Rolle a la fonction ¢.
e La fonction ¢ est continue sur [a;b] et dérivable sur Ja;b[ car f et g le sont.
e Il reste & montrer que ¢(a) = ¢(b).

9(b) — g(a) g9(b) — g(a) g9(b) — g(a)
_ SO = fla) o FO)(g(b) —g(a) — g(0)(f(b) — f(a)) _ —F(b)g(a) +9(b)f(a) _ ,
) =104 = gy 7®) 9(b) — 9(a) o0 —g@
T el e e — 0 e ey SO @)
On en déduit qu’il existe ¢ €la;b] tel que ¢'(c) = 0 & f(c) (b)—g(a)g() 0 & 700
f(b) — f(a)
g(b) — g(a) -
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Chapitre 5. Exercice A.2.16
Soit f une fonction définie et dérivable sur R telle que

{f(0)=0
Ve eR, |fl(z)<qg< 1.

Soit € R. On doit montrer que la suite récurrente définie comme suit

{ ug =2
Uny1 = f(un)

converge vers 0.

Remarque : u; = f(u ) f(x) = fi(=)
uz = f(ur) = f(f(z)) = fo f(z) = f*(x)
ug = f(uz) = f(f o flz )):fofof(x) fi ()

wn = fofoof(z)=fz)
n fois

Enoncé supplémentaire : montrer ensuite que > u, converge.
n>0

Démonstration de u,, — 0:
n—-+o0o

(i) Etape 1 : Montrons que f est lipschitzienne de rapport 0 < ¢ < 1.
On applique 'égalité des accroissements finis pour f entre z € Ret 2’ € R, 75 x'.
La fonction f est continue sur [z,2] (ou [/, x]) et dérivable sur |z, z/[ (ou |2/, z[). D’aprés le
T.A.F. on sait quil existe ¢ € ]z, 2[ ou (c €2/, x[) tel que

f@) = f@) = fi(0)(a" - 2)
= |f(@') = f(@)] = |f'()l]a" — =]

e [f(2") = f(2)] < gl — x|

Cette inégalité est bien entendu satisfaite dans le cas = /. On a donc

V(z,2') € R, |f(2') = f(z)| < ql2’ —z].

On en déduit que f est contractante et admet un unique point fixe ¢ = 0.
(ii) Etape 2 : 0 est un point fixe de f, autrement dit f(0) = 0. On pose 2’ = 0 et x = u, pour
obtenir

£(0) = F(wn)l < ql0 —un| & [[f(wn)] = [tnsa] < glunl]

(iii) Etape 3 : on montre par récurrence que

Vn >0, |u,| < q"|uol

Initialisation & n = 0 : |ug| = ¢°|uol, 'égalité entraine I'inégalité
Hérédité : on pose H(n) := « |u,| < ¢"|ug| ». On doit montrer que H(n) = H(n + 1).
On a,

Un41 = f(un) = |un+1| = ‘f(un” = |un+1| < Q|uﬂ‘
Etape 2
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= u < axd"lunl = ¢t ual.
Parhyp.deléc.H(n)| n+1| < g X q"uo| = ¢"" fuo

L’hérédité est démontrée.
Conclusion La suite (¢™|ug|) est une suite géométrique de raison 0 < ¢ < 1. Donc elle converge vers 0.
D’apreés le corollaire 1 du théoréme des gendarmes, on en déduit que (u,) converge vers 0 égalememt.

Pour I’énoncé supplémentaire, on utilise I'ex A.2.16 du chap.3 :

n n

Z|uk| converge = Zuk converge
k=0 k=0

n
Montrons que <Z |uk|> converge.
k=0

Tout d’abord, toute série de terme positifs est croissante.
n n
0< un| <q"ug = 0< > Jugl <) q"uol
k=0 k=0

L. L L. . . , . [ ,
La série géométrique est croissante et convergente donc majorée par sa limite %. Par conséquent

n
(Z \uk\> est croissante et majorée par ¢ donc converge.
k=0
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Chapitre 5. Exercice A.2.18 - question 3

1 1 1
On sait que ) — diverge et que ) — converge. Montrons que ), ——— diverge.
n>1 "1 n>1"M n>2 nilnn

3. Reprendre a l'identique les questions 1 et 2 en remplacant la fonction ¢ +— Int par la fonction
t— In(Int).

(i) Montrer que si 1 <z < y, alors In(lny) — In(lnz) < L%

zlnz

1
klnk

(ii) En déduire que pour tout k € N, avec £ > 2, on a In(In(k + 1)) —In(lnk) <

(iii) Montrer que la série diverge vers +o0.

n>2 WINT
Correction.

(i) Soit 1 < x < y. On applique I’égalité des accroissements finis & la fonction f=Inoln sur [z, y].
Par composition, la fonction In est continue sur [z;y] et dérivable sur |z ;y[ donc Je € |x;y],
In(lny) —In(lnz) = f'(c)(y — x).

Onaf’(c):clncetx<c<y = zhzx<che<ylhy =

1 1 1
< < .
ylny clne  xlnzx

Finalement
y—x
zlnx

In(Iny) — In(lnz) = f'(c)(y — x) <

(ii) Soit k € N, k> 2. Onpose x =k et y=k+ 1. On a bien 1 < x < y donc on en déduit que

1
In(In(k+1)) —In(lnk) < ok
(iii) Par sommation entre k = 2 et kK = n, on obtient
i In(In(k+1)) —In(Ink) < i !
Pt Pt klnk

On calcule
S0 FU+ 1) = F0) = (F2) = F) + (JB) = F2) + =+ () = [l = 1) + (0 + 1) — f(n)
k=1

= —f)+fln+1)
= In(In(n + 1)).

Comme In(In(n + 1)) — +o0, d’apres les théorémes de comparaisons a 'infini on en déduit
n—-—+0o0
n

que la série harmonique ) —— diverge vers +o0.
k=1 klnk
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Chapitre 5. Exercice A.2.12 facultatif
Soit f € €™ et n 4+ 1 racines distinctes ag, a1, ..., Qy.
On peut supposer ag < a1 < -+ < Q.
On applique n fois le théoréme de Rolle :
1. étape k=1 :pouri=0,...,n—1, on a f continue sur [o;, a;+1] et dérivable sur Ja; cviy1].

De plus, f(a;) = 0= f(it1).
Le théoréme de Rolle permet de conclure qu’ 3¢} € Jay, aiy1], f/(cl) = 0.

La fonction dérivée f admet n racines cj,...,ck ;.
2. étape k > 2 :pour i = 0,...,n —k, on a f*1) continue sur [cf_l,cf_:f] et dérivable sur
}cffl cf_;ll[. De plus, f(k_l)(cffl) =0= f(k_l)(cf;f).
Le théoréme de Rolle permet de conclure qu’ 3¢k € ]cf_l, cf_ll[, f(k)(cf) = 0.
La fonction dérivée (k)-éme admet n — k + 1 racines cf,...,cF_,.

3. étape n : La dérivée f("1) admet deux racines distinctes 0871 et 0711*1. Cette fonction est
elle-méme continue sur [ch ', ¢}~ et dérivable sur Jcpt, ¢! Comme fD(cp™) = 0 et

F=D (1) = 0, le théoreme de Rolle affirme qu'il existe ¢ff € Jep™!, ¢! tel que (™) (cl) = 0.
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