Chapitre 5. Exercice A.2.24

2 +1
Va4 +1

1. e Tout d’abord on détermine le domaine de définition de f. Il s’agit de résoudre 22 4+ +1 > 0. Le
discriminant est A = =3 < 0 et a = 1 donc Vx € R, 2> + 2+ 1 > 0. Le domaine de définition est R.
La fonction x — vz2 + x + 1 ne s’annulant pas, elle est dérivable sur R. Par quotient de fonctions
dérivables sur leur domaine de définition, on en déduit que la fonction f est dérivable sur son domaine
de définition R. On a

20+ 1
Wri4+zrz+1—2x+1) X ——————
f/<1') — ( ) 2\/1’2+$+1

fz) =

2+ x+1
42+ +1) - (22 + 1) 3
_ 2Vl +x+1 A e ) 3
- (22 + 2 +1) (@t @2t 1)s

e Puisque Vo € R, f/(x) > 0, on en déduit que f est strictement croissante sur R.
e Calcul des limites en +o0 :
x 241 r 242

fx) = = —
Vel fiplypt kel g1y

Donc lim f(x)=2et zglfoof(x) = -2

T—>+00
e [’image d’un intervalle ouvert par toute application continue et strictement monotone est un ouvert.
D’aprés le tableau de variation de f, la continuité de f, on en déduit que Imf =] —2;2[ car ’ensemble

R est un ouvert.
e La fonction f est continue et strictement monotone sur R donc elle admet une fonction réciproque g
définie et continue sur | — 2;2[.

2. Puis que f est dérivable et f’ ne s’annule pas sur R alors g est dérivable sur | — 2;2].

Onag(1)= f’(gl(l)) Calculons ¢(1) :
(22 +1)2 2 2
201 + 1 v r+1)*=z"+x+1
=g(1) & = =1 ——==1« 2 1 &
r=g(1) < f(z) = f(g(1)) Vi ro 1l ;;_—::ﬂfio {2x+1>0

Ona(r+1)2—(22+2+1)=0<322+32=0& zx=0o0uz=—1.
La condition 2x + 1 > 0 entraine z = 0. Finalement
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Chapitre 5. Exercice A.2.21
1. Dans cette question, on utilise Im(Arcsin ) = [-F , §] et Im(Arccos) = [0, 7].
Tout d’abord, on a I’équivalence suivante

Tom
Déterminer y = Arcsinz étant donné = € [—1,1] < Résoudre x = siny avec la condition y € [—5 '3

Donc

Arcsin (sin7) = %, Arcsin (sin 27) = Arcsin (sinZ) = Z,  Arcsin (sin ) = Arcsin (sin(—%)) = —

SE

Déterminer y = Arccosx étant donné = € [—1,1] & Résoudre x = cosy avec la condition y € [0, 7]

Donc

Arccos (cos 2T) = 3T Arccos (cos TF) = Arccos (cos 2F) = 2.

2. On pose f(z) = Arcsinz + Arccosz. On doit montrer que f est constante sur [—1,1] et montrer

que cette constante est 7. Pour cela il suffit de montrer que f'(x) =0 sur | — 1,1[ et calculer f(0).
e Lest fonction Arcsin et Arccos sont dérivable sur | — 1,1[ donc f aussi. On a
f'(x) = Arcsin’ x + Arccos’ x = ! + (— ! ) =0
1—22 V1—a?

e Par conséquent la fonction f est constante sur [—1,1] et Vo € [-1,1], f(z) = f(0) et

f(0) = Arcsin(0) 4+ Arccos(0) = 0 + g —

S
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Chapitre 5. Exercice A.2.6

5. @ En pose f(x) = Arcsin(2z + 1). La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] donc f est dérivable
1 2 1
si2z+1e]—-1,1[<ze]—1,0[etona f(z)=2

- V1-(2z+1)2 N Nevryra V-z(z+1)

). La fonction Arctan est définie et dérivable sur R donc la fonction

1
e On pose g(z) = Arctan <1 Rk

— X

2 1 2
est définie et dérivable pour z # 1 et on a ¢'(x) = X = —
g P 7 g(@) (I—2)2 " 14322 (1-2)2+(z+1)2
1
1422
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Chapitre 5. Exercice A.2.23

Soit f(z) = Arctan(%).

1. La fonction Arctan est définie sur R donc la fonction f est définie sur D = R\{—1}.
2. La fonction f est composée de fonctions dérivables sur leur domaine de définition donc f ’est aussi.

On a

! _ [z=1y rrz—1y _ (z+1)—(z—=1) 1 o 2 _ 2 _ 1
Flw) =[] x Arctan(T57) = =5 X (&2 (@+ 12+ (@-1)2  222+2 1422

On remarque que Vo € R\{—1}, f/(z) = Arctan’z.
On en déduit qu’il existe deux constantes Cq,Cy € R telles que

Vo e]—o0,—-1], f(x) = Arctanz + Cy
et
Voe]—1,400, f(x) = Arctanz + Ch.

On peut déterminer ces constantes en déterminant les limites de f en —oo et en +o00. En effet, par
passage a la limite on doit avoir

lim f(z)=—-=+C, et lim f(a:):g+02.

T—>—00 2 T—+00

Or,

; z—1 _ _T i = —
Q:EI:EOO o1 = let Arctan(1) = T Ill)rinoof(a?)

S

On en déduit que Ch = %f et Cp = —

ISP

Va €] — oo, -1, f(z) = Arctanz + 27

et

Vze]—1,400], f(x) = Arctanz — % :

3. On trace les deux morceaux de courbes associées aux expressions ci-dessus en s’inspirant de la courbe
représentative de Arctan.

[ T T T T T T T T
~25 —20 —15 —10 -5 / 5 0w 15 20 T
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4. D’aprés la question 2., on a f(] — oo, —1[) =]%, 5[ et f(] —1,+0c0) =] - 5, F[.
DOI’lC, Imf :] - ga %[ U ]%7 %[ :

5. Dans cette question, il faut faire attention au fait que le domaine de définition D de f n’est pas un
intervalle.
eVzc D, f/(x) > 0. On en déduit que f est bijective de | — oo, —1[ sur f(] — oo, —1[) =], 5[ et f est

bijective de ] — 1, +o0[ sur f(] —1,+o00]) =] - 5, %[

e Pour conclure que f est bijective sur D, il faut préciser que

f( =00, =1 N f(] = 1, +o0]) = @.

Ainsi, chaque image y € Im f admet un unique antécédent soit dans 'intervalle | — oo, —1[, soit dans
Iintervalle | — 1, +o0].

6. On cherche ’expression algébrique de g. Soit y € Im f, on a

r=g(y) e f(z)=fogly) & f(x) =y

Puis, on résout cette derniére équation d’inconnue x.

f(z) =y & Arctan(i7 )—y<:>$+1—tany<:>$—1—(m+1)(tany)<:):c(1—tany):1+tany
1+tany
ST = .
1 —tany

Do, |g(y) = }ft%z . Pour obtenir la courbe représentative de g, il faut tracer le symétrique de €%

par rapport a la droite y = x.

7.0n a ) ,
;v [+ tany) (1 —tany) — (1 + tany)[1 — tany]
g (y) = 2
(1 —tany)
_ (1+tan?y)(1 — tany) — (1 + tany)(—1 — tan?y)
(1 —tany)?
(1 +tan?y — tany — tan® y) — ( —1—tan®y — tany — tan® y)
B (1 —tany)?
2+ 2tan’y
~ (1 —tany)?
On doit avoir f/(x) = 7T ( 57~ On calcule le dénominateur
/() = 2T2R (@) 2 261 _ 2+2G5)° (241
(1 —tan(f(z)))? (1— (%))2 (1- (=02 (z+1)
C 2(x41)2+2(x — 1)
(@ +1) - (z - 1))*
2 2 2
_ (x* 4+ 2x+1)+2(z 2x+1):x2+1
(2)?
On retrouve bien f/(z) = ﬁ
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