Chapitre 6. Exercice A.2.6

Dans toute la suite € est une fonction définie sur un intervalle I contenant 0 telle que £(h) h—>0 0. Elle
—>
varie d’'une fonction & une autre.
2. Développements de Taylor-Young & 'ordre 3 au voisinage de z = a :
h?  h3
(i) Yh € R, etth =0 x el = ¢2 <1+h+2+6> + h3e(h)
(ii) cos(a + h) = cosacosh — sinasinh = cos(a)(1 — "2—2) — sin(a)(h — %3) + h3e(h)

cos(a)

= VheER, cos(a+h)=cosa—hsina— ——-h?+ )h3+h3 (h).

sin(a

6

ili) cos(a + h) = cosasinh + sina cos h = cos(a h—h—g + sin(a 1k + h3e(h
6 2

sin(a) cos(a)

= VhEeR, sin(a+ h) =sin(a) + hcos(a) — 5 h? — o h? 4 h3e(h).
(iv) ! L1 o t=" — 0 dans le DL 1 ! 1—t+12 -3+ 13(1)
iv =— .On poset =2 ans le usuel —— =1-— - e(t).
a+h a 1+5 P @ h—0 1+t

1 1 h R* K
a<0= Vhe]—oo,—a[,(H_h—a—g%—g—&-g—l-hs(h).

ou
1 1 h h® B

= - — — 4+ — +— +h¥(h).
a+h a a2+ + g e(h)

(v) In(a+h) =In(a x (1—1—%)) zlna—l—ln(l—l—ﬁ).

a

a>0= Vhe]-a,+ool,

2 3

t t
Onposet =2 — 0dansle DL usuel In(1+1t)=1t— — 4 — + t3¢(t).
% h—0 2 3

= I B
= Vhe]|—a,+oo[, In(a+h) =In(a) + — — + — + h’e(h).

a 24 3a3
(vi) Va+h=+ax/1+%.

t t2

On pose t = » — 0 dans le DL usuel \/1+t:(1+t)% 1+f—f+f+t3().
% h—0 2 16
h? h3
= Vhe [—a,+oo[, Va+h=+a+ + h3e(h)

2{ Rava | 16a3va
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Exercice A.2.22

1. Il faut au moins un DL & 'ordre 3 :
2 .3 4
T _1q e a i 3 )
e +w+2+6+24+0(3:)
2 3 4
e_zzl—x—l—%—%+g—4+o(x3).
Qo+ +2 424 (1—a+ 2 —2 42y 2324 0(2®) 2
f($) — 2 6 24 2 6 24 - +O(l‘)
3
T 12
z—0
2. 1l faut au moins un DL & lordre 2 :
1
VIF20=(1+22)2 =1+ 3(22) — 220"+ 72(20)° + o(a®)
2 3
:1+x—%+%+o(aj3)
4242 —(14+2-2%)+o(z?)
f@) = : =1+ 0(1)
= f(z) —» 1
z—0
3. Il faut au moins un DL & Uordre 4 :
2 3 4 3
e’zsinx:(l—x—k%—%—l—%)(az—%)+o(az4)
3 3 4 4
2T 4
r—x 5 + 5 + 6 6 + o(z")
2 20 4
=r—uz —i-?—i-o(:c)
x 4
L+ o(z?) 1
3
= = 1
fla) =TT = o)
= f(z) 7, 00
4. On cherche la partie principale du numérateur
3 2 3 2
sinx—ln(l—i—:}:):(:):—%)—(x—%—i—%)—i—o(x?’):%—i—o(acz)

On cherche la partie principale du dénominateur :
(e® — 1)sinz = 22 + o()

5. On effectue un changement de variable : t = % »
T—r+00
> 1+ t)% —e

t
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On cherche la partie principale du numérateur au voisinage de t = 0 :

1 In(1+4t¢)
t

(1+t)t —e=e t —e=go f(t)

avec f(t) = M et g(y) =e¥ —e.
(i) DL de fenO:
f(t)zln(l;rt):1;+o(t).

(ii) DLdegen b= f(0)=1:0onposeb=1+k

eV =eF=e(1+k)+ok) = gly)=g(1+k) =T —c=ck+o(k)

e
(iii) On compose les DLs en posant k = —3 :
et
go ft)= —§+0(t)

On en déduit ) .

1+4)t — &
lim z(1+x)= —e—lim( +t)i—e — lim 2 = ¢
T—r+00 t—0 t t—0 t 2

6. Utiliser
_ 1+tan?x — 2tanx

fla) = 1+ cos4dx

On commence par déterminer la partie principale du dénominateur plus simple :

14 cosda = 1 + cos(m + 4h) = 1 — cos(4h) = 8h? + o(h?).
Pour le numérateur on applique T-Y a l'ordre 2 : soit u(x) = 1 + tan? z — 2tan, alors
o' (x) = 2(1 + tan® z) tan x — 2(1 + tan® z),

u"(x) = 2(1 + tan® z)(2tan® x — 2tan x) + 2(1 4 tan® z)?,

tan(%) = 1.
d 1T u'(3) 9 2 2
u(% + h) :u(z)—}—u(z)h—}— h* + o(h*) = 4h
. . . 4n? 1
Jim f(z) = fim 7(8) = Jim 555 = 5
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Chapitre 6. Exercice A.2.5

e lére fonction : On écrit .
V1422 =% x (14 2%)2.
On utilise le développement usuel au voisinage de 0 des fonction f(x) = €* et g(z) = (1 + X)* pour

o= % On a
2
f(x):1+x+%+x2€1(x), e1(x) — 0.
1 X? 9
g(X)=14-X — — + X%e2(X), e2(x) — 0.
2 8 z—0

Ensuite, on pose X = x2. Ainsi

hz) = (1+2%)2 =1+ 2 4+ 22e53(x), e3(z) — 0
2 z—0
Par conséquent
z? z? 9
f@h(x)=01+z+ =) x (1+ =) +x%e4(x), e4(x) = 0
2 2 x—0
z2 x2
=1+ — +x+— +25(z), es5(z) = 0
2 2 x—0

=1+ 2+ 22 + 2%e5(x).

e 2éme fonction : On écrit
In(1 + )

1+

On peut utiliser les développements usuels au voisinage de 0 des fonctions f(z) =In(1 + z) et g(z) =
(1+2)* pour a =—1. On a

=In(1+xz)x (14+2z)"L.

2
fl@) =2 = = +a%(@), a@) = 0,
2 z—0
g(x) =1—x+2* +2%(2), e2(x) — 0.
z—0
Par conséquent
2
T
fl@)g(x) = (x = ) x (1 -z +a?) + a%e3(2), e3(z) = 0
2 z—0

2
:x—x2—x—+x254(x), ea(x) — 0
2 z—0

3
=z — §x2 + 2%e4 ().
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Chapitre 6. Exercice A.2.8
1. Soit % = T&% définie au voisinage de x = 0.

DL de fen 0 alordre3: f(z)

= T

In(l+z) = z— % + x—; +ae ()
As(x)
DL de sinen 0 & l'ordre 3:  sin(z) = = — "’%: + 23e9(x)

=0

T T

DL de gen 0 alordre 3: g(x) = 1+sinz = 1+x— %3 +13e9(z)
—_——
Ba(x)

Division selon les puissances croissantes de Az par Bs sachant que B3(0) =1 # 0

CEQ ZBS 3
1:—7+§3 l+z-%
—z(l+z— %)

_ 3,2,z | z* 3,2, 11,3
R()— §l' +?+3@ $—§$ +€l‘
3.2 T
~(-3a)(1 - 5)
1.3,z 1,5
R1—6JI + 5 7T

Le DL de g en a =0 a l’ordre 3 est

flz)  In(l+z) 3, 13 ,
g(x) 2~0 1+ sinz om0 LT 97 + G a° + xes(x)
2. Cette fois on considére la fonction mﬁ — go f(z) avec f(z) = sinz et g(z) = H%

On applique la régle de composition de DL :

e DL alordre 3pour fena=0: f(z) =T x63+x361(a:)
——
P3(z)
e DL alordre 3 pour gen b= f(0) =sin0=0: g(y) =0 1—y+9° — 2 +yPea(y)
Qs(y)
e DLdegofalordre3ena=0: onposey:P?,(x)—b::U—”CGS

3

gof(x) =1—lo—L]+[z— %~ [z - § +2%s(x)

=0
= 1—x+%+x2—$3+x353(9@)
=0
= 1—x+x2—%+$383(x)
=0
3. On effectue le produit des DLs de In(1 + x) et mﬁ
In(1+ ) 2 | 43 2 _ 5ady, 3

:[x—a:2+x3]+[—%—F%H—%B—l—mgs(x)
1

::p—%+(1+%+§)x3+%3+1:35(:c)

:w—%—i-%x‘g—&-%—i-w%(x)
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4. A faire avec les divisions selon les puissances croissantes.

flz) _ _e®
(a) M—CSW
2 3
e = ltz+% +% +2%(2)
cos(z) = 1- % + 2eq()
2
l+o+2 +2 s
2
“11-%
2,23
Ro:x+x2+% I+z+2"+ 32
2
(- %)
R1:x2+%x3
—2(1- %)
_ 2.3
Ry =32° + %
Conclusion : Cf;:m x§01+az+x2+%$3+x36(:€)

(b) [(@) _ sinx
g(x) x
Il faut un DL de sin a l'ordre 5 pour obtenir le résultat final a 'ordre 4 (aprés simplification par

sinz = — %3 + %T + 2°¢()
3 5
r—% + L 4 2%(x
fga:)): 6__ o ():1—%4-%404-%48(1')
gz x
Serire 1@ — 1
(c) Ecrire gz) = Tz
1 2 4
P — % tim
—1(1 - Tt @) ]
_ X x
=5 — 15 1+ % + 32"
x2 $2 fE4
“s(1-% 39)
j— €T
Ry = 557" — 7
Conclusion : ;- = 1+ "%2 + %:134 + zte(x)
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Chapitre 6. Exercice A.2.23 - Question 2

e Pour obtenir I’équation de la tangente a € en 0, il faut déterminer le développement limité
(D.L.) a lordre 1 de f en 0.

e Pour connaitre la position de la courbe par rapport a la tangente, il faut un terme supplémentaire
dans le D.L. (qui n’est pas forcément l'ordre 2).

Correction : D.L. A l'ordre 3 en 0 :

L™ =141+ (=a) + 5(=2)’ = 5(=2)") +a’e(a) =2 — w4 52” - Lot 4 ade(e)

2!

Voici trois méthodes pour obtenir le D.L. :
1) Division selon les puissances croissantes :

1 2—37—&-96—2—96—3
2 6
x 1'2 $3
T2 T T T o
1 z 23
? 24 48
Y

2) Composition de D.L.

1 1 X x? x3
- - _ = - = X3 X
2+XXz02< 2 "3 8>+ £(X)
donc
1 :1_(—x+;x2 éx3) (—x + a2 éx3)2 (—z + 22?2 %m3)3+x3€($)
14+e* 2 4 8 16
1+9: x2+x3+x2 x3+x3+36()
=t - — 4+ — 4+ — — — + — +x’c(z
2 4 8 24 8 8 16
1z a3 3
—54‘1—@4‘1'8(%)

3) Application de la formule de Taylor-Young :

(1 +1ew>/ g fjx)Q — f0=3
<1 +1e—7”>// T J_ree_—wxﬂ * (1216:):)3 = f10) = _i - % =0
<1+1e—> e jir)?_(12(;2@22)3_(ffezz)ﬁuﬁfezg)él = 10 = _%g_%*% - _é
(un peu compliqué donc a éviter...)
f(z)=£(0)+ f(0)x + f ”2(!0) z? + / ”:;Eo) 2?4 23 (x)
*% + % - Z; + 23 ()
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1 =z
On en déduit que I’équation de la tangente est y = = 4+ —. Pour en déduire la position de la courbe
par rapport a la tangente, il faut étudier le signe de la différence f(z) — y en fonction de z :

3

f@) =y =I5 + (@)

3
x
Le reste 23¢(x) est négligeable par raport au terme ~I8 On obtient

x < 0= f(x) —y > 0= La courbe représentative de f est située au dessus de la tangente

x> 0= f(x) —y < 0= La courbe représentative de f est située en dessous de la tangente
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Exercice A.2.10 - question 2
2. On écrit In(1 + cosz) = go f(x) avec f(x) = cosz et g(y) =
(i) DL de f en a=0 alordre 3 : f(:v)zcosmzl—%-i—o(

ii) DLde gen b= f(0)=1alordre3:g(1+k)=In(2+k) =In2+In(1+%) =2+
3 2
ket k3e(k)

In(1+y)
z3).

|
|
o|%,
+

2

(iii) On compose les DLs en posant k = —%- :

2
In(1+cosz) = 1In2— xz + 2%¢(x).

6. On écrit (14 z)1/* = e go f(z) avec f(x) = ln(ljm) et g(y) = ev.
)DLdefenaanl’ordreZ:f(x):w:1—%+%2+o(w2).
ii) DLde genb= f(0)=14alordre 2: g(1+k) =e** = e x ek = e(1 + k + £) + k2e(k)
2
)

On compose les DLs en posant k = —5 + 1’—32 :
2 2
n(l+x)
(14 2)le = 5 :e(l_;+g+g) T 2e(a)

D’ou (1 + o)V/* =e(1 — 5+ %) + 2%e(x).

Frédérique Le Louér 9



