
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

C Fonction cosinus :

Soit f la fonction définie sur R par f pxq � cos x.

La fonction f est infiniment continûment dérivable (de classe C8).

On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young à tout ordre n P N en a � 0.

Ainsi il existe une fonction ε telle que @x P R,

f pxq � f p0q � f 1p0qx� f2p0q
2! x2 � f p3qp0q

3! x3 � � � � � f pnqp0q
n! xn � xnεpxq, avec εpxq Ñ

xÑ0
0.

Or @ k P N, f p2kqpxq � p�1qk cos x ñ f p2kqp0q � p�1qk et
@ k P N, f p2k�1qpxq � p�1qk�1 sin x ñ f p2k�1qp0q � 0.

ordre 2 : cos x � 1� x2

2 � x2εpxq

ordre 3 : cos x � 1� x2

2 � x3εpxq

ordre 4 : cos x � 1� x2

2 � x4

4! � x4εpxq
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D Fonction sinus :

Soit f la fonction définie sur R par f pxq � sin x.

La fonction f est infiniment continûment dérivable (de classe C8).

On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young à tout ordre n P N en a � 0.

Ainsi il existe une fonction ε telle que @x P R,

f pxq � f p0q � f 1p0qx� f2p0q
2! x2 � f p3qp0q

3! x3 � � � � � f pnqp0q
n! xn � xnεpxq, avec εpxq Ñ

xÑ0
0.

Or @ k P N, f p2kqpxq � p�1qk sin x ñ f p2kqp0q � 0 et
@ k P N, f p2k�1qpxq � p�1qk cos x ñ f p2k�1qp0q � p�1qk .

ordre 2 : sin x � x� x2εpxq

ordre 3 : sin x � x� x3

6 � x3εpxq

ordre 4 : sin x � x� x3

6 � x4εpxq
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E Fonction inverse :

Soit f la fonction définie sur I �s �8, 1r par f pxq � 1
1�x .

La fonction f est infiniment continûment dérivable (de classe C8).

On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young à tout ordre n P N en a � 0 P I.

Ainsi il existe une fonction ε telle que @x   1,

f pxq � f p0q � f 1p0qx� f2p0q
2! x2 � f p3qp0q

3! x3 � � � � � f pnqp0q
n! xn � xnεpxq, avec εpxq Ñ

xÑ0
0.

Or,
#

f 1pxq � 1
p1�xq2

f 1p0q � 1
ñ

#
f2pxq � 2

p1�xq3

f2p0q � 2
ñ

#
f p3qpxq � 6

p1�xq4

f p3qp0q � 6 � 3!
ñ � � � ñ

#
f pkqpxq � k!

p1�xqk�1

f pkqp0q � k!

et
1

1� x
� 1� x� x2 � � � � � xn � xnεpxq

NB : par changement de variable t � �x, on a @ t ¡ �1,
1

1� t
� 1� t � t2 � � � � � p�tqn � tnεptq
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F Fonction puissance (puissance non entière) :

Soit f la fonction définie sur I �s � 1,�8r par f pxq � p1� xqα avec α P RzN.

La fonction f est infiniment continûment dérivable (de classe C8).

On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young à tout ordre n P N en a � 0 P I.

Ainsi il existe une fonction ε telle que @x ¡ �1,

f pxq � f p0q � f 1p0qx� f2p0q
2! x2 � f p3qp0q

3! x3 � � � � � f pnqp0q
n! xn � xnεpxq, avec εpxq Ñ

xÑ0
0.

Or,"
f 1pxq � αp1 � xqα�1

f 1p0q � α
ñ

"
f2pxq � αpα � 1qp1 � xqα�2

f2p0q � αpα � 1q
ñ � � �ñ

#
f pkqpxq � αpα � 1q � � � pα � k � 1qp1 � xqα�k

f pkqp0q � αpα � 1q � � � pα � k � 1q

et

p1� xqα � 1� αx� αpα�1q
2! x2 � � � � � αpα�1q���pα�n�1q

n! xn � xnεpxq

Exemple classique : f pxq � ?
1� x � p1� xq 1

2 à l’ordre 3 en a � 0.

@x ¡ �1,
?

1� x � 1� 1
2 x� 1

2 �
1
2�1

2 x2 � 1
2 �

1
2�1

2 �
1
2�2

3 x3 � x3εpxq
� 1� 1

2 x� 1
8 x2 � 1

16 x3 � x3εpxq.
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III Les infiniments petits

Definition

On dit que la fonction f (ou que f pxq) est un infiniment petit au voisinage de a si lim
xÑa

f pxq � 0 .

Remarque : si f est définie et continue en a, alors la condition devient f paq � 0 .

Exemples :  Soit f pxq � px� aqn. Alors f est un inft petit au vois. de a ô lim
xÑa

f pxq � 0 ô n ¥ 1.

 Soit f pxq � lnp1� xq et a � 0. Alors . . .

 Soit f pxq � 1�cos x
x et a � 0. Alors . . .

 Soit f pxq � x sinp 1
x q et a � 0. Alors . . .

 Soit f pxq � cos x et a � π
2 . Alors . . .

 Soit f pxq � ex et a � 0. Alors . . .

Remarque : La définition s’étend au voisinage de �8.

Exemple :  Soit f pxq � ex en �8. Alors . . .
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Definition

Soit f un infiniment petit au voisinage de a.
On dit que f pxq est d’ordre p P N� s’il existe ℓ �� 0 tel que lim

xÑa
f pxq
px�aqp � ℓ.

Dans ce cas,
f pxq � ℓpx� aqp � px� aqpεpx� aq avec εphq Ñ

hÑ0
0.

Le terme ℓpx� aqp est appelé partie principale de l’inft petit f pxq au vois. de a.

Exemple 1 : Soit f pxq � 1� cos x et gpxq � x2 au vois. de a � 0.

...

Exemple 2 : Soit f pxq � xpln xq2 et a � 1.
...
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