
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Lire le paragraphe 7.1.5

Conventions compatibles avec la relation de Chasles :
» a

a
f ptq dt � 0 et

» a

b
f ptq dt � �

» b

a
f ptq dt

C Intégrale et primitive d’une fonction continue

Theorem (admis)

1 Soit a, b P R avec a   b. Toute fonction continue sur ra, bs est intégrable sur ra, bs.
2 Si f est bornée et continue par morceau sur ra, bs, càd continue sauf en un nombre fini de points où

elle admet une limite à droite et une limite à gauche, alors f est intégrable sur ra, bs.

Exemple de fonction bornée continue par morceau :
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y = f(x)
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Theorem (primitive qui s’annule en a)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a P I. On définit Fpxq �
» x

a
f ptq dt pour tout x P I. Alors

F est dérivable sur I et @x P I, F1pxq � f pxq. On dit que F est la primitive de f qui s’annule en a.

NB : f continue ñ F est de classe C 1.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x P I.

Fpx � hq �
» x�h

a
f ptq dt �

» x

a
f ptq dt �

» x�h

x
f ptq dt � Fpxq �

» x�h

x
f ptq dt ñ Fpx�hq�Fpxq

h � 1
h

» x�h

x
f ptq dt

(h>0).

Comme f est continue sur rx, x � hs � I, il existe pc1, c2q P rx, x � hs2 tels que f prx, x � hsq � rf pc1q, f pc2qs.

@ t P rx, x � hs, f pc1q ¤ f ptq ¤ f pc2q ñ

» x�h

x
f pc1qdt � hf pc1q ¤

» x�h

x
f ptq dt ¤

» x�h

x
f pc2qdt � hf pc2q

D’où f pc1q ¤
Fpx � hq � Fpxq

h
¤ f pc2q . Or c1 Ñ

hÑ0�
x, c2 Ñ

hÑ0�
x et f est continue.

Par composition de limite, on a f pc1q Ñ
hÑ0�

f pxq et f pc2q Ñ
hÑ0�

f pxq. Donc, lim
hÑ0�

Fpx�hq�Fpxq
h � f pxq.

(h<0).

Seules les inégalités en bleu sont inversées. On obtient aussi lim
hÑ0�

Fpx�hq�Fpxq
h � f pxq. D’où F1pxq � f pxq
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Corollary (forme générale des primitives)

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Étant donnée une primitive

particulière F de f , la forme générale des primitives est Gpxq :�
»

f pxq dx � Fpxq � C, C P R.

Deux primitives de f définies sur le même intervalle I diffèrent d’une constante.

preuve : On pose Hpxq � Gpxq � Fpxq sur I. On a @ x P I, H1pxq � f pxq � f pxq � 0 donc H est constante
sur I.

Calcul intégral : Soit pa, bq P I2. Connaissant G une primitive de f définie sur I, en pratique, on effectue le
calcul intégral en écrivant » b

a
f ptq dt �

�
Gpxq

�b

a
� Gpbq � Gpaq.

! Ne pas confondre : le réel
» b

a
f ptq dt, appelé intégrale de f sur ra, bs, avec la fonction

»
f pxq dx, appelée

forme générale des primitives de f .

Exemples. Donner la forme générale des primitives de x ÞÑ eax�b, cospax� bq, sinpax� bq, 1
pax�bqn , n ¥ 1.
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Theorem (Intégration de DLs)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I admettant un DL à l’ordre n en a P I, càd
f pa � hq � α0 � α1h � α2h2 � � � � � αnhn � hnεphq, εphq Ñ

hÑ0
0

Alors f admet une primitive F définie et dérivable sur I. De plus, F admet un DL à l’ordre n � 1 en a, càd
Fpa � hq � Fpaq � α0h � α1

2 h2 � α2
3 h3 � � � � � αn

n�1 hn�1 � hn�1rεphq, rεphq Ñ
hÑ0

0

Exemple : Déterminer le DL de Arctan x à l’ordre 5 au voisinage de a � 0.

...

Exemple : Déterminer le DL de Fpxq �
» x

2

1
1�t dt à l’ordre n � 5 en a � 0.

...
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