EI Interprétation géométrique

b
Si f est intégrable et positive sur [a, b] alors f f(t) dt = Aire(D), o D est la partie délimitée par 6; et
I’axe des abscisses. ‘
y
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Soita,b € R et f:[a,b] — R une fonction continue telle que ¥ x € [a, b], f(x) = 0.
b
Alors J' f()dt=0 = Vxe€]la,b], f(x)=0.
a

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(¢) dt et on montrer que F est constante.
a
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Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b.
La nombre b_ J f(¢) dt | est appelé moyenne de f sur [a, b].
—al,
Si f est continue sur [a,b)], a < b, alors 3¢ €]a, b], f f(t)dt = f(c)

"X
preuve : On pose pour x € [a, b], F(x) = f f(¢) dt et on applique le T.A.F.
a
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Soient et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b] alors
b 2 b
( f FDs) dt) < (J (f(;))%h) (
a a

b 2
f (g®) dt)
a
preuve : Dans le cas f continue.
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sommation d’aires signées.

Intérét : les applications réelles du calcul intégral font intervenir des intégrants dont on ne connait pas

I’expression algébrique des primitives. On cherche alors une valeur approchée de ces intégrales obtenues par
Méthode des rectangles
Y

Aire d’un rectangle : base X hauteur

N—1
Aire(1) = ;0 h x f(x;)

erreur commise :

b
f F(t) dt — Aire()| < Cy xh
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

111 Intégration numérique

Intérét : les applications réelles du calcul intégral font intervenir des intégrants dont on ne connait pas

I’expression algébrique des primitives. On cherche alors une valeur approchée de ces intégrales obtenues par
sommation d’aires signées.

Méthode des rectangles Méthode des trapezes
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Aire d’un rectangle : base X hauteur Aire d’un trapeze :

hx (£+L)
2
N—1 N—1 .
Aire(®) = Y & x f(x1) Aire(m) =3 x Lo i)
i=0 i=0

erreur commise :

b b
Jf(t) dt — Aire( )‘ < Cyxh erreur commise : Jf(t) dt — Aire(M)| < Cy x h?
a a

voir exercice A.2.13 pour une étude comparative ‘
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Theorem (convergence linéaire de la méthode des rectangles)

Soit I un intervalle, a,b € I avec a < b etf : [a, b] — R unefonction de classe €. On note

K = m[ax If'( X15...3XN}, ona
XE
jf(z dr — thfx,) —Kxh
i1 b Nl g .
preuve :Ona & X f(x;) = j f(x;)dr et f(t) dr Z f f(2) dt (relation de Chasles).
X; a i=0 YXi
Par conséquent,

b N—1
[roa— % nxse = % [ [0 - rear
a i=0 i=0 %
< 2

= |[Foa- 3 nxse)| <
a i=0

J [f(t) — f(xi)| dr lire proposition 7.1.4

D’apres le TAF, I €[Sl xipr [, () —F(x) =f ()t —x) = (1) —f(x)] < K(t —x;).

" N—1
= Jf(t)dzf X fxi)
a i=0

N—=1 Ay N1 25,

i1 t— x;)? e+
gKZJA (tfxi)df:KZ[%])
i=0 Y i=0 &

*i

(x )c7 W
1+I_i
_I(Z _KXN?
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