
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

IV Dérivation des fonctions réciproques

Theorem (dérivée de f�1)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert Ω. On suppose @ a P Ω, f 1paq ¡ 0. Alors f est
bijective de Ω sur f pΩq. De plus, son application réciproque f�1 est définie et dérivable de f pΩq vers Ω et

@b P f pΩq, �f�1
�1pbq � 1

f 1
�
f�1pbq� ¡ 0 .

preuve de la formule : Soit b P f pΩq et y P f pΩq. On veut montrer que lim
yÑb

f�1pyq�f�1pbq
y�b existe.

Par définition de f pΩq, D !a P Ω, b � f paq et D !x P Ω, y � f pxq.
On a alors f�1pyq�f�1pbq

y�b � f�1pf pxqq�f�1pf paqq
f pxq�f paq � x�a

f pxq�f paq � 1
fpxq�fpaq

x�a

.

Or, f est dérivable en a et f 1paq ¡ 0 ñ lim
xÑa

1
fpxq�fpaq

x�a

� 1
f 1paq .

D’où
�
f�1

�1pbq � 1
f 1paq �

1
f 1pf�1pbqq

Remarque :
1 Le théorème est bien-entendu valable en considérant l’hypothèse @ a P Ω, f 1paq   0.
2 les fonctions dérivées f 1 et pf�1q1 sont de même signe donc f et f�1 ont la même monotonie.
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Autre version du théorème de bijection lorsque le domaine de définition est un fermé borné :

Theorem (dérivée de f�1)

Soit f une application continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. On suppose @ x P sa, br, f 1pxq ¡ 0. Alors f
est bijective de ra, bs sur f pra, bsq.
De plus, son application réciproque f�1 est définie et continue de f pra, bsq vers ra, bs
et dérivable sur f psa, brq

@y P f psa, brq, �f�1
�1pyq � 1

f 1
�
f�1pyq� ¡ 0 .
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Fonction sinus et arc sinus

Exemple 1 : Soit f définie par f pxq � sin x sur ra, bs � r�π
2 ,

π
2 s .

1 On a @ x Psa, br�s � π
2 ,

π
2 r, f 1pxq � cos x ¡ 0. Donc f est strictement croissante et bijective de

ra, bs � r�π
2 ,

π
2 s vers f pra, bsq � f pr�π

2 ,
π
2 sq � rf p�π

2 q, f pπ2 qs � r�1, 1s.
2 La fonction f est continue. D’après le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée

Arcsin, définie et continue sur r�1, 1s et à valeur dans r�π
2 ,

π
2 s.

3 D’après le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arcsin est dérivable sur
f psa, brq �s � 1, 1r et

Arcsin1pxq � 1
sin1

�
Arcsinpxq� �

1
cos

�
Arcsinpxq�

Or, cos2 θ � sin2 θ � 1 ñ cos2 θ � 1 � sin2 θ ñ
θPr�π

2 ,π2 s
cos θ � �

a
1 � sin2 θ.

Donc θ � Arcsin x ñ sin2
�
Arcsinpxq� � �

sin
�
Arcsinpxq��2 � x2 et

Arcsin1pxq � 1?
1 � x2

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2
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Fonction cosinus et arc cosinus

Exemple 2 : Soit f définie par f pxq � cos x sur ra, bs � r0, πs .

1 On a @ x Psa, br�s0, πr, f 1pxq � � sin x   0. Donc f est strictement décroissante et bijective de
ra, bs � r0, πs vers f pra, bsq � f pr0, πsq � rf pπq, f p0qs � r�1, 1s.

2 La fonction f est continue. D’après le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée
Arccos, définie et continue sur r�1, 1s et à valeur dans r0, πs.

3 D’après le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arccos est dérivable sur
f psa, brq �s � 1, 1r et

Arccos1pxq � 1
cos1

�
Arccospxq� �

1
� sin

�
Arccospxq�

Or, cos2 θ � sin2 θ � 1 ñ sin2 θ � 1 � cos2 θ ñ
θPr0,πs

sin θ � �?1 � cos2 θ.

Donc θ � Arccos x ñ cos2
�
Arccospxq� � �

cos
�
Arccospxq��2 � x2 et

Arccos1pxq � � 1?
1 � x2

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2
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Fonction tangente et arc tangente

Exemple 3 : Soit f définie par f pxq � tan x � sin x
cos x sur sa, br�s � π

2 ,
π
2 r .

1 On a @ x Psa, br�s � π
2 ,

π
2 r, f 1pxq � 1

cos2 x
� 1 � tan2 x ¡ 0. Donc f est strictement croissante et

bijective de sa, br�s � π
2 ,

π
2 r vers f psa, brq � f ps � π

2 ,
π
2 rq � R. (à détailler)

2 La fonction f est continue. D’après le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée
Arctan, définie et continue sur R et à valeur dans s � π

2 ,
π
2 r.

3 D’après le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arctan est dérivable sur f psa, brq � R et

Arctan1pxq � 1
tan1

�
Arctanpxq� �

1
1 � tan2

�
Arctanpxq�

Or, tan2
�
Arctanpxq� � �

tan
�
Arctanpxq��2 � x2 et

Arctan1pxq � 1
1 � x2

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2
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