
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

IV Calcul Intégral

A Intégration par parties (I.P.P.)

Theorem

Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle I et a, b P I.

Alors,
» b

a
u1ptqvptq dt �

�
uptqvptq

�b

a
�
» b

a
uptqv1ptq dt (pour les intégrales),

ou bien
»

u1pxqvpxq dx � upxqvpxq �
»

upxqv1pxq dx (pour les primitives).

preuve : on utilise la formule de dérivation d’un produit.

puvq1 � u1v� uv1 ñ u1v � puvq1 � uv1

» b

a
u1ptqvptq dt �

» b

a
puvq1ptq dt �

» b

a
uptqv1ptq dt

�
�
uptqvptq

�b

a
�
» b

a
uptqv1ptq dt.
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Quelques règles d’utilisation :

1 Pour calculer
»

f pxq dx où f pxq �
$&
%

ln x
Arcsin x, Arccos x, Arctan x
Argsh x, Argch x, Argth x (à venir)

on effectue une seule I.P.P en posant u1pxq � 1 et vpxq � f pxq.

2 Pour calculer
»

Ppxqeax�b dx, où P est un polynôme de degré n P N :

on effectue n I.P.P successives avec u1pxq � eax�b et vpxq �le polynôme

(Ñ Idem avec
»

Ppxq sinpax� bq dx ou
»

Ppxq cospax� bq dx.).

3 Pour calculer Gpxq :�
»
sinpnxqeax�b dx :

On effectue 2 I.P.P. successives avec le choix u1pxq � eax�b et vpxq � sinpnxq ou cospnxq,
puis on résout une équation d’inconnue Gpxq.

(Ñ Idem avec Gpxq :�
»
cospnxqeax�b dx.)

Exercice A.2.15 : Calculs de I1 et I4
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B Changement de variable

Ñ on utilise la formule de dérivation de fonctions composées : pF � φq1pxq � F1pφpxqq�φ1pxq.

Theorem

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b P I. On suppose que φ est une application bijective de
classe C 1 telle que ra, bs � Imφ � I. Alors,» b

a
f ptq dt �

» φ�1pbq

φ�1paq
f pφpxqq � φ1pxq dx.

preuve : Soit F une primitive de f . D’un côté, on sait que
» b

a
f ptq dt � Fpbq � Fpaq.

De l’autre côté, on a F1pxq � f pxq et

» φ�1pbq

φ�1paq
f pφpxqq � φ1pxq dx �

» φ�1pbq

φ�1paq
rF � φs1 pxq dx �

�
F � φ

�φ�1pbq
φ�1paq

� F � φpφ�1pbqq � F � φpφ�1paqq

� Fpbq � Fpaq �
» b

a
f ptq dt.
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Exercice : Calculer
» ?3

2

� 1
2

a
1� t2 dt.

1 On pose le changement de variable t � φpxq � sin x.
La fonction sin : r�π

2 ,
π
2 s Ñ r�1, 1s est bijective.

2 On change les bornes, càd on détermine x � φ�1p� 1
2 q et x � φ�1p

?
3

2 q.
Plus précisément, on résout

t � � 1
2 ô � 1

2 � sin x et x P r�π
2 ,

π
2 s ô x � �π

6

t �
?

3
2 ô

?
3

2 � sin x et x P r�π
2 ,

π
2 s ô x � π

3

3 On exprime dt en fonction de dx : dt
dx �

drsin xs
dx � cos x ñ dt � cos x dx.

4 On exprime l’intégrant f ptq � ?
1� t2 en fonction de x :

?
1� t2 �

a
1� sin2 x �

?
cos2 x � cos x car x P r�π

2 ,
π
2 s.

5 On calcule l’intégrale de la variable x :
?

1� t2 dt � cos x� cos x dx

» ?3
2

� 1
2

a
1� t2 dt �

» π
3

�π
6

cos2 x dx �
» π

3

�π
6

1�cosp2xq
2 dx �

�
x
2 �

sinp2xq
4

�π
3

�π
6

� π
6 �

?
3

8 �
�
� π

12 �
?

3
8

	
� π

4 �
?

3
4 .
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Exercice : Calculer
» 0

�1

1
4t2 � 6t � 3

dt.

Exercice : Calculer
» 0

�1

t � 2
4t2 � 6t � 3

dt.
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