. Intégration par parties (LP.P.)

Soient u et v deux fonctions de classe € sur un intervalle I et a,b € I.
b b b
Alors, f u' (t)v(t) dt = [u(t)v(t)] — f u(t)V' (t)dt (pour les intégrales),
a @ a
. o _

ou bien f (x)v(x) dx = u(x)v(x) — Ju(x)v’ (x)dx (pour les primitives)

preuve : on utilise la formule de dérivation d’un produit

a

(w) =u'v+uw' =dv=(w) —uw
Jb

u' ()v(t) di J (wv)' (¢) dt — f u(t)V' (t) dt

[u(t)v(t)]a - f (i (1) dr.
«0» «Fr «=»r < QA
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Quelques regles d’utilisation :

Inx
© Pour calculer jf (x)dxouf(x) =< Arcsinx, Arccosx, Arctanx
Argshx, Argchx, Argthx (a venir)
on effectue une seule LP.P en posant u’(x) = 1 et v(x) = f(x).

@ Pour calculer jP(x)e“x'H’ dx, ol P est un polyndme de degré n € N :

on effectue n LP.P successives avec u'(x) = e™*? et v(x) =le polynome

(— Idem avec JP(X) sin(ax + b) dx ou jP(x) cos(ax + b) dx.).

© Pour calculer G(x) := jsin(nx)e‘”*b dx:
On effectue 2 LP.P. successives avec le choix u/(x) = e®+?

puis on résout une équation d’inconnue G(x).

(— Idem avec G(x) := Jcos(nx)e’”"*’b dx.)

et v(x) = sin{nx) ou cos(nx),

Exercice A.2.15 : Calculs de I et I4

Responsable: Frédérique Le Louér

2/5



Changement de variable

— on utilise la formule de dérivation de fonctions composées : (F o ¢)'(x) = F/(¢(x)) x ¢’ (x).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b € I. On suppose que o est une application bijective de
classe €' telle que [a,b] = Tm @ < L. Alors,
b @' ()
[raa= |
a

Ly T x

b
preuve : Soit F une primitive de f. D’un c6té, on sait que J f(t)dt = F(b) — F(a)
a
De I’autre cdté, on a F’(x) = f(x) et

fcp_l(b)

v~ Ha)

()
Sel) x ¢~ |

. [Fop] (x)dx = [Fo (p]

)

v~ (a)

= Fop(e™ (b)) — Fop(y™ (@)

b
— F(b) — F(a) — f £y dr.
«O0» «F»r «=)» « > Q>
 Responsable: Frédérique Le Lowér 35



MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

/3
Exercice : Calculer J 2] V1—12adt.
-2

@ On pose le changement de variable r = p(x) = sinx.

La fonction sin : [~ 7, 5] — [—1, 1] est bijective.

3 Stermi — o1 — o l(N3
9 On char/lge ]es bornes, f:ad on détermine x = ¢~ ' (—3) etx = o (°F).
Plus précisément, on résout

t=—1 o -—l=sinxetxe[-Z,%Z] & x=-T
Izg & %zsinxetxe[fg,g] s x=7Z
. . d|si
@ On exprime df en fonction de dx : % = dlsina]

= cosx = dt = cosxdx.
@ On exprime U'intégrant f(f) = 4/1 — 2 en fonction de x :

V1—12 =4/1—sin?x = Vcos?x = cosx

\3
2

I

carx € [—~7, 5]
© On calcule I'intégrale de la variable x : v/1 — /2 df = cosx x cosxdx

sy

\/lftzdt:jz

=
3 .
cos? xdx = J 7”“);(2") dx = [% +
1 _m _
2 6

6

™
sin(2x) |3
4 _

=%+%_(_|

Responsable: Frédérique Le Louér
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0 1
Exercice : Calculer J ——dt.
142+ 6t+3

0
t+2
Exercice : Calculer I a

dt
142 +6t+3
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