
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

V Fonctions logarithme népérien et exponentielle

A Fonction logarithme népérien

Definition

La fonction t ÞÑ 1
t est continue sur s0,�8r. @ x ¡ 0, on pose ln x �

» x

1

1
t

dt .

La fonction ainsi définie est alors au moins de classe C 1 avec ln1 x � 1
x et ln 1 � 0.

sens de variation : @ x ¡ 0, ln1 x ¡ 0. Donc ln est strictement croissante sur s0,�8r.

Exercice : Montrer que ln 4 ¡ 1 , puis en déduire qu’D e Ps1, 4r, ln e � 1.

 ln 4 �
» 4

1

1
t

dt �
rel. de Chasles

3̧

k�1

» k�1

k

1
t

dt.

Or, @ t P rk, k � 1s, 1
t ¥

1
k�1 ñ

» k�1

k

1
t

dt ¥
» k�1

k

1
k � 1

dt �
1

k � 1
.

On a donc ln 4 ¥
3̧

k�1

1
k � 1

�
1
2
�

1
3
�

1
4
�

13
12

¡ 1.

 La fonction ln est continue et ln 1 � 0   1   ln 4. D’après le T.V.I., il existe e Ps1, 4r, ln e � 1.
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Theorem

1⃝@ a ¡ 0, lnp 1
a q � � ln a 2⃝ @ a, b ¡ 0, lnpabq � ln a � ln b.

preuve : 1⃝ On a ln 1
a �

» 1
a

1

1
t

dt. On effectue le changt de var. t � 1
u . Alors,

t � 1 ô u � 1, t � 1
a ô u � a et dt

du �
dr 1

u s

du � � 1
u2 ñ dt � � 1

u2 du.

Ainsi, ln 1
a �

» a

1
u� p� 1

u2 qdu � �

» a

1

1
u du � � ln a.

2⃝ On a ln ab �
» ab

1

1
t

dt. On effectue le changement de variable t � av. Alors,

t � 1 ô v � 1
a , t � ab ô v � b et dt

dv �
dravs

dv � a ñ dt � a dv.

Ainsi, ln ab �
» b

1
a

1
av � a dv �

» 1

1
a

1
v dv�

» b

1

1
v dv � � ln 1

a � ln b � ln a� ln b.

Corollary
1⃝ @ a, b ¡ 0, ln a

b � ln a � ln b 2⃝ @ a ¡ 0, @ n P Z, ln an � n ln a 3⃝ @ x, y ¡ 0, ln xy � y ln x.
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B Fonction exponentielle

Definition

La fonction ln est continue, dérivable et strictement croissante (ln1 x ¡ 0) sur Ω �s0,�8r. De plus,
Im ln � R. Elle admet donc une application réciproque, appelée exponentielle et notée exp, elle-même
continue, dérivable et strictement croissante sur R avec Im exp � Ω �s0,�8r. On a

y � ln x ô exp y � x .

Fonction dérivée : @ y P R, exp1pyq � 1
ln1pexp yq �

1
1

exp y
� exp y.

Valeurs particulières : ln 1 � 0 ô exp 0 � 1 et ln e � 1 ô exp 1 � e.

Corollary
1⃝ @ x, x1 P R, exppx � x1q � pexp xq � pexp x1q 2⃝ @ x, x1 P R, exppx � x1q � exp x

exp x1
3⃝ @ x P R, @ n P Z, exppnxq � pexp xqn 4⃝ @ x, y P R, exppxyq � pexp xqy.

preuve : 1⃝ et 2⃝ On pose a � exp x ¡ 0 et b � exp x1 ¡ 0. On a alors ln a � x et ln b � x1.

ln ab � ln a� ln b ô

ab � exppln a� ln bq ô exp x� exp x1 � exppx� x1q

ln a
b � ln a� ln b ô

a
b � exppln a� ln bq ô exp x

exp x1 � exppx� x1q
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