MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Exemples d’équations différentielles linéaires

© Le lancer de poids
hauteur (en m)

On lance le poids de masse m a —_——

une altitude hy avec une vitesse e N
initiale vy dans une direction qui
fait un angle o avec I’horizon- ho g . \

tale. A’ \
\
\

Ce poids est soumis a la pes - 0l distance
anteur § = —gj parcourue (en m)

Conditions initiales : <;Egg> = (}2}) et (’)‘:Egg) — (“f)(()) Z?j zg)

2nde 1oi de Newton ou Principe fondamental de la dynamique : md = 7= mg

a= (S =(2) = () =(Caneman) = 108 = Coge oo )

— unicité de la trajectoire étant données les conditions initiales.
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Exemples d’équations différentielles linéaires

© Le pendule simple
e m masse du pendule
e / longueur de la tige
cd
e g = —gJ lapesanteur
o 0(1) angle avec la verticale
e P = mg poids
o T tension de la tige

Principe fondamental de la dynamique : md = P+T
qui devient m€0” (t) = —mg sin(0(1)) (par projection sur la tangente)

Or sinx x> 0"(1) + £6(t) = 0| et 6(t =0) =
AR

© Circuit RL (résistance+bobine)
i) &
o L inductance de la bobine
e R résistance
¢ U(t) tension électrique générée
IL x (1) o i(1) intensité du courant électrique

Loi d’additivité des tensions : | Li'(f) + Ri(t) = U(t)

Responsable: Frédérique Le Louér

2/8



MT02 - Fonctions d’une variable réelle
Vocabulaire
Rappel : y(”) , pour n € N, désigne la dérivée n-ieme de la fonction y.

Definition

© On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 7 toute équation de la forme

# ao(y " (0) + ar (") + - an(Oy(r) = b(r), el

ou les fonctions ay, . . . , a, et b sont connues et définies sur un méme intervalle I ¢ R.

Une solution est un couple (y,J) ou J — I est un intervalle et y satisfait () pour tout 7 € J.
La fonction b est appelée second membre

Si b = 0, on dit que I’équation est homogene

© ©6 © ©

On dit que (¥, J) est une solution maximale de (#) s’il n’existe pas d’autre solution (y, J) telle que

JcJ ety =y;.

En particulier, si J = I alors (¥, J) est maximale.
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Objectif : Résoudre les équations différentielles de la forme | y'(r) = a(£)y(t) + b(t) | , tel

d’inconnue y ol a et b sont deux fonctions connues, définies et continues sur I’intervalle / < R.

Soit a une fonction continue sur I. Alors les solutions de I'équation homogene | y'(t) = a(t)y(t) | sont de la

forme | yn(t) = CeA('), tel l oil A est une primitive arbitraire de a définie sur I et C € R.

preuve :



Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I.

Une solution particuliére de I’équation différentielle avec second membre| Y () = a(t)y(t) + b(t) | est

N
ou

() = 0"V, 11

o(f) = J‘b(t)efA(t) dt  (une primitive particuliére).

preuve :

A On choisit une primitive arbitraire ¢ de b(t)eiA(') et non la forme générale.



MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Proposition (superposition des solutions)

Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I.

Toute solution de I’équation différentielle avec second membre | y'(t) = a(t)y(t) + b(t) |est de la forme

Yh + Yp | ot y, est une solution de I’équation homogene et y, est une solution paticuliére.

preuve :

Definition ( Probleme de Cauchy)

On appelle probleme de Cauchy linéaire du ler ordre, la donnée d’une équation différentielle linéaire du
premier ordre et d’une condition initiale :

{ ag()Y' (1) + a1 ()y(t) = b(r), tel

¥(to) = yo, avecty € I etyy € R donnés.
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Exercice : Déterminer la forme générale des solutions de‘ F+ 1Y) +y()=t+1, teR ‘

Q Onisoley’:

@ Intervalles de résolution : on pose a(r) = —%_H etb(r) = 1.

Les fonctions a et b sont toutes deux définies et continues sur’ Ji = oulJ, = ‘

© Solution de I’équation homogene : une primitive de a est la fonction définie par A(r) =
La forme générale des solutions de I’équation homogene est

Yh =

@ Solution particuligre : on pose y, () = . Alors

sit e J;

© Forme générale des solutions sur J; ou J; : y() = yu(t) + y,(t) = { e
site o

@ Prolongement en une solution maximale sur R : y est prolongeable en une solution définie et de classe € Usur R si
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Exercice : Montrer que tout probléeme de Cauchy linéaire d’ordre 1 a coefficient constant o € R

Y (1) = ay(t) + b(t), teR
¥(t0) = yo, to € Retyy € R,

ol b est une fonction définie et continue sur R, admet une unique solution de classe € sur R.

Correction :

Forme générale des solutions de 1’équation homogene :

[#] Solution particuliére :

Solution du probléme de Cauchy : y = y;, + yp sachant que y(fy) = Yo.

Conclusion : Le probleme admet une unique solution | y

=
=

=
Il
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