
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

VII Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

A Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Definition

1 On appelle cosinus hyperbolique la fonction définie sur R par ch x � ex�e�x

2 .

2 On appelle sinus hyperbolique la fonction définie sur R par sh x � ex�e�x

2 .

Fonctions dérivées : Ces deux fonctions sont de classe C8 sur R et
@ x P R, ch1x � sh x et sh 1x � chx ¡ 0.

Tableaux de variations :
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Proposition

1⃝ @ x P R, ch2x � sh2x � 1 2⃝ @ x P R, ch x � sh x � ex.

preuve : 1⃝ ch2x � sh2x �

�
ex�e�x

2

	2
�
�

ex�e�x

2

	2
��e2x�2���e�2x

4 � p�e2x�2���e�2xq
4 � 4

4 � 1

2⃝ ch x � sh x �

ex���e�x

2 � ex���e�x

2 � ex
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également appelée courbe de la chaînette
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MT 22 :  Les points de coordonnées pa cos t, b sin tq sont situés sur l’ellipse d’équation x2

a2 �
y2

b2 � 1

 Les points de coordonnées pach t, bsh tq sont situés sur l’hyperbole d’équation x2

a2 �
y2

b2 � 1
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B Fonction Argument sinus hyperbolique

Definition

La fonction sh est continue, dérivable et strictement croissante (sh1x ¡ 0) sur R. De plus, Im sh � R. Elle
admet donc une application réciproque, appelée argument sinus hyperpolique et notée Argsh, elle-même
continue, dérivable et strictement croissante sur R avec Im Argsh � R. On a

y � sh x ô Argsh y � x .

Expression algébrique :  ch2x � sh2x � 1 ñ ch2x � 1 � sh2x ñ ch x �
a

1 � sh2x
 y � sh x ñ ch x �

a
1 � y2

 ch x � sh x � ex ñ
a

1 � y2 � y � ex ñ lnp
a

1 � y2 � yq � x � Argsh y

Fonction dérivée : Argsh1y �
1

sh1pArgshpyqq
�

1
chpArgshpyqq

x � Argsh y et ch x �
a

1 � sh2x ñ y � sh x et ch x �
a

1 � y2.

D’où Argsh1y �
1a

1 � y2
.
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Definition

La fonction ch est continue sur r0,�8r, dérivable et strictement croissante (ch1x ¡ 0 sur s0,�8r). De plus,
Im ch|r0,�8r � r1,�8r. Elle admet donc une application réciproque, appelée argument cosinus
hyperpolique et notée Argch, elle-même continue sur r1,�8r et dérivable sur s1,�8r et strictement
croissante avec Im Argch � r0,�8r. On a

y � ch x ô Argch y � x .

Expression algébrique :  ch2x � sh2x � 1 ñ sh2x � ch2x � 1 ñ
sh x¥0

sh x �
a

ch2x � 1

 y � ch x ñ sh x �
a

y2 � 1

 ch x � sh x � ex ñ y �
a

y2 � 1 � ex ñ lnpy �
a

y2 � 1q � x � Argch y

Fonction dérivée : Argch1y �
1

ch1pArgchpyqq
�

1
shpArgchpyqq

x � Argch y et sh x �
a

ch2x � 1 ñ y � ch x et sh x �
a

y2 � 1.

D’où Argch1y �
1a

y2 � 1
.
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Exercice 1. Déterminer la forme générale des primitives de Argsh et Argch

Exercice A.2.25. questions 2 et 3.
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