MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

11T I’ ensemble des réels

La relation d’ordre < .

Propriété(s)

On dit que R est un ensemble totalement ordonné, ce qui signifie : ‘ V(a,b) € RZ a<boub < a

On peut alors définir le max et le min entre deux réels a et b :

ib< ib<
a sib<a ot min(a;b):{b sib<a

max(a;b) = a sia<b

b sia<b
Propriété(s)
Q (Réflexivité) VaeR, a<a.

Q (Transitivité) Y(a,b,c) € R3, (a <betbh< c) = a<ec

@ (Antisymétrie) ¥ (a,b) € R?, (a <betb< a) < a=bh

Pour tout ensemble contenant un bre fini de réels, on définit le max et le min par récurrence « finie » :
Soitp e N,p > 2et un ensemble a p éléments de R. Alors, on a:
max A = max (max{xl, co X1} ;x,,) et min A = min (min{xl, ce X1} ;x,,)‘
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Propriétés des parties non vides de R .

Soit A une partie non vide de R.
Q Aestmajoré < IM e R, Vxe A, x < M.
O Aestminoré < ImeR, VxeA, m < x.

© A estborné < A est minoré et majoré.

Exemples : A| = {cos(7); ne€ N*}, Ay =Imfavecf:xeR > e ER etA; = {(=2)"; ne N}

Etude en cours.

Aestborné < 3JC =0, VxeA, |x] <C.

Preuve. en cours

Soit A une partie non vide de R.
QO A admet un plus petit élément < dm € A, Vx€ A, m < x. (on le notera min A.)
© A admet un plus grand élément < IM € A, Vx €A, x < M. (on le notera max A.)

Exemples : étudier A, A et A3.



Soit A une partie non vide et majorée de R.
Le plus petit majorant de A est appelé borne supérieure de A et noté sup A.

Caractérisation de la borne supérieurede A: (@O Vx €A, x < SUPA  (supA est un majoran)
@ Vi< supA, dx € A, t << X (sup A est le plus petit des majorants

A sup A n’appartient pas nécessairement a A.
Contre-exemple : a choisir parmi A, A; et As.

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

_J

Exercice. Soit A une partie de R.

| Démontrer que si A admet un plus grand élément o € R alors sup A existe et supA = a. |

Correction au prochain TD.

A ne pas confondre sup A et max A !



Soit A une partie non vide et minorée de R.
Le plus grand minorant de A est appelé borne inférieure de A et noté inf A.

Caractérisation de la borne inférieurede A: (@ Vx € A, infA <x  (inf A estun minorans)
@ Vit>infA, 3x €A, x <[ (infAestle plus grand des minorants)

A inf A n’appartient pas nécessairement a A.
Contre-exemple : a choisir parmi A, A; et As.

Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

_J

Exercice. Soit A une partie de R.

| Démontrer que si A admet un plus petit élément 5 € R alors inf A existe et inf A = 3. |

Correction au prochain TD.

A ne pas confondre inf A et min A !



Introduction de la fonction partie entiere.

On admettra le résultat suivant | VxeR, dneN, x<n l (se démontre avec la borne sup)

_J

vxeR, JkeZ, k<x<k+l

Soit x € R. Le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x est appelé partie entiére de x, notée E(x) ou |x|.
Ona |E(x) <x<E(x)+1]

Représentation graphique. Y
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