
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Theorem (composition de DLs)

Soit f admettant un DL d’ordre n en a et g admettant un DL d’ordre n en b � f paq, càd

f pxq � Pnpx � aq � px � aqnε1px � aq et gpyq � Qnpy � bq � py � bqnε2py � bq avec εiphq Ñ
hÑ0

0.

Alors, g � f admet un DL d’ordre n en a de partie régulière Qn � pPn � bq tronquée à la puissance n.

Exemple : Soit f pxq � 1 � ex et gpxq � ?
x. Déterminer le DL à l’ordre 2 en a � 0 de g � f .

 DL en a � 0 de f : f pxq � f p0 � hq � loomoon

P2phq

�h2εphq

 DL en b � f p0q � 2 de g : gpyq � gp2 � kq � � � �
 On effectue le changement de variable k � P2phq � b �

g � f phq � 1 � 1
2 ph � h2

2 q �
1
8
ph � h2

2 q2 � h2ε3phq

� 1 � 1
2 h � 1

4 h2 � 1
8 h2 � � � � � h2ε3phq

� 1 � 1
2 h � 1

8 h2 � h2ε4phq
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V Applications des développements limités

A Etude locale de courbe

ÝÑ on peut utiliser un DL de f en a pour déterminer la position relative de la courbe représentative de f par
rapport à sa tangente au voisinage de a.

1 Si f est de classe C 1 sur un intervalle I, a P I et admet un DL d’ordre 2 en a

f pxq � α0 � α1px � aq � α2px � aq2 � px � aq2εpx � aq, εpx � aq Ñ
xÑa

0,

avec α2 �� 0, alors l’équation de la tangente est y � α0 � α1px � aq et, en posant

dpxq � f pxq � rα0 � α1px � aqs� α2px � aq2 � px � aq2εpx � aq
looooooooomooooooooon

négligeable

(a) α2 ¡ 0 ñ dpxq ¡ 0 ñ Cf de f est située au dessus de la tangente
(b) α2   0 ñ dpxq   0 ñ Cf de f est située sous la tangente.

2 Si f est de classe C 1 sur un intervalle I, a P I et admet un DL d’ordre 3 en a

f pxq � α0 � α1px � aq � α3px � aq3 � px � aq3εpx � aq, εpx � aq Ñ
xÑa

0,

avec α2 � 0 et α3 ¡ 0, alors l’équation de la tangente est y � α0 � α1px � aq. La tangente traverse la
courbe au point pa, f paqq et on a dpxq � α3px � aq3 � px � aq3εpx � aq

(a) x   a ñ dpxq   0 ñ Cf est située sous la tangente.
(b) x ¡ a ñ dpxq ¡ 0 ñ Cf est située au dessus de la tangente.
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Exercice : Soit f la fonction définie par f pxq � tan x. Déterminer l’équation de la tangente à Cf au point
d’abscisse a � 0, puis la position relative de Cf par rapport à cette tangente.

méthodologie : il faut obtenir un DL de f à un ordre suffisant n pour avoir accès aux informations suivantes :

f pxq � r DL d’ordre 1s � r 1 terme supplémentaires � px � aqnεpx � aq
looooooooomooooooooon

négligeable

correction :

La fonction Arctan est de classe C8 donc utilise la formule de T-Y.
On calcule les premières dérivées jusqu’à ce qu’on obtienne un DL sous la forme ci-dessus.
"

f pxq � Arctan x
f p0q � 0 ñ

#
f 1pxq � 1

1�x2

f 1p0q � 1
ñ

#
f2pxq � � 2x

p1�x2q2

f2p0q � 0
ñ

#
f p3qpxq � � 2

p1�x2q2 �
8x

p1�x2q3

f p3qp0q � �2

On peut donc répondre aux questions à l’aide d’un DL d’ordre 3 :

f pxq � x � 2
3! x3 � x3εpxq � x � 1

3 x3 � x3εpxq

On note que α0 � 0, α1 � 1, α2 � 0 et α3 � � 1
3 .

L’équation de la tangente est y � x . Elle traverse la courbe représentative de f au point p0, 0q.
On pose dpxq � f pxq � x � � 1

3 x3 � x3εpxq
(a) x   0 ñ dpxq ¡ 0 ñ Cf est située au dessus de la tangente.

(b) x ¡ 0 ñ dpxq   0 ñ Cf est située sous la tangente.
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