Chapitre 5. Exercice A.2.1-question 1 Application de la formule de dérivation
(g0 f)(z) = f(z) x g'(f(2)).

e go f(z) =In|tan 5| sur | — 7, w[\{0}.
On pose Vt € R*, g(t) =In|t|, puis Vo €] — 7, 7|, f(x) = tan$

F(w) = 5 tan'(2)
;i 08B xcosf — (—sinf) x sinf 1
tan'(9) = cos? 0 ~ cos26)’

Finalement,

1 1 1 1

(g0 f) (@) = f'(a) x ¢'(f(x)) = 2 cos? & % tan § - 2cosisinZ  sinz

e go f(x) = cos?(3sin(4x)) sur R.
On pose Vt € R, g(t) = cos’t et Vo € R, f(z) = 3sin(4xz).

g'(t) = —2sintcost = —sin(2t) et f'(z) = 12 cos(4x).
On obtient

(go f)(z) = f'(z) x ¢'(f(x)) = 12 cos(4x) x (—sin(6sin(4x)) = —12 cos(4x) sin(6 sin(4x)).
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Chapitre 5. Exercice A.2.11 Dérivée de fonctions paires et impaires

e On montre que si f est une application définie et dérivable sur R et paire alors sa dérivée premiére
est une fonction impaire.

f(=a+h) - f(=a)

1o — 1 — 1 —
fi=a) B0 h B0 h @ k—0 —k
ot dans @, on a effectué le changement de variable k = —h — 0.

h—0

VaeR, f'(—a)=—f(a).

e On montre que si f est une application définie et dérivable sur R et impaire alors sa dérivée premiére
est une fonction paire.

f(za+h) - f(=a)

fi(za) = fim, : ==
_ o fla=h—Ffl) . flatk)-fla) _ VY g
=TT ST o )=
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Chapitre 5. Exercice hors poly
On définit la fonction f sur R\{0} par f(z) = 23 cos(2).

. Montrer que f est prolongeable par continuité en a = 0 en une fonction f & préciser.
. Montrer f est dérivable en a = 0.

. Calculer f'(z) pour z # 0.

. Justifier que f est de classe €' sur R.

OU o W NN =

. Montrer que f n’est pas de classe €2 sur R.

Correction
1. Par produit et composition de fonctions usuelles continues (polynoéme, cosinus et fonction in-
verse), la fonction f est continue sur son domaine de définition R\{0}. En a =0,

=0
z=0 = lim f(z) =0.
x > cos(:) est bornée z—0

Par conséquent, la fonction f est prolongeable en une fonction f définie et continue sur R par

s [ adcos(i) siz#0
f<$)_{o siz=0

On dit que f est de classe €° sur R. )
2. On détermine la limite du taux d’accroissement de f en a =0 :

f(z) = f(0) _aPcos(3) -0 _ ,

= 1
- = - = z”cos(3).
Avec les mémes arguments, on obtient que
2 ~ ~
¢ — 0 . — (0
=0 S FO)=1m @I
x> cos(;) est bornée z—0 x

%Y

. Pour z # 0, on a f'(z) = 322 cos() + zsin(d).
4. Par somme, produit et composition de fonctions usuelles continues, ’expression z — 322 cos(%)—i—
zsin() définit une fonction continue sur son domaine de définition R\{0}.

De plus,
327 — 0 T
z=0 = lim 32" cos(;) = 0.
x > cos(3) est bornée z—0
et
rz — 0 . .1
z=0 = lim zsin(;) = 0.
x + sin() est bornée z—0

On en déduit que hH(l) f'(z) =0 = f(0). Ce qui traduit la continuité de f’ en a = 0 également.
T—

On dit que f est de classe €' sur R.
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5. La fonction f est évidemment deux fois dérivable en a # 0 (car l’expression de f (z) est déri-
vable) et x — f(z) = (6z — ) cos(L) + 4sin(L) définit une fonction continue sur R\{0}. On
peut dire que f est de classe €2 sur R\{0}.

En a = 0, on étudie le taux d’accroissement de f’ :

f'(z) = £'(0)

X

1

- 1 in L
= 3xcos +sin
Celui-ci n’admet pas de limite quand x — 0 & cause du second terme.

La fonction f n’est pas deux fois dérivable en 0. On ne peut pas dire que f est de classe €2 sur
R.
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Chapitre 4 - Exercice A.2.17

Yy Y
1+ 14
y = fi(z) y = fi(x)
vz Ll y = fa(a)
(i3
%__
1]
1
1 1
8
N oo
3 2 10 2

(4) (47)
2. e Dans le cas (i), on montre que pour x€ [0, 1] fixé, il existe N € N tel que Vn > N, fp(z) =0:
n—1 1+z <n

& (mh+l)xz<n—-1 < l14+z<n—nxr < <
n+1 1—=x

on résout r <

On propose N = E(£t) 4+ 1.
Cela montre qu’a partir du rang N, la suite (f,(x)) est constante égale a 0 et donc converge vers 0.

La suite (fy) converge simplement sur D = [0, 1] vers la fonction identiquement nulle.

e Dans le cas (ii), on voit bien que les courbes représentatives des fonctions f,, convergent vers l'axe
des abscisses. On décompose les fonctions f,, comme suit

" si 0

e ={ e

Les résultats sur les suites géométriques entrainent

— N[

x
€T

IA A
INIA

1
2

n

= x — 0
n—oo

0<z<

N |

1
<z<1l = 0S1—$§§ = (1-2)" — 0

n—oo

N =

La suite (fy,) converge simplement sur D = [0, 1] vers la fonction identiquement nulle.

3. On pose (uy) = sup{|fn(z)]; x € D}.

e Pour (7) on voit graphiquement, qu’il n’y a pas convergence uniforme. Ici, on voit graphiquement,

que U, = f(nLH) = 1. La suite (un) est constante égale a 1 donc ne converge pas vers 0.

e Pour (ii) on voit graphiquement qu’il y a convergence uniforme.

Ici, up = fu(3) =5 — 0.
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Chapitre 5 - Exercice A.2.25. Convergence uniforme de suites de fonctions
1. f,(0)=0 donc'ngrfoo fn(0) = 0.
fn(1) =0 donc nll)l_'l_loo fn(1) =0.

Pour z € ]0,1[, on sait que lim z" =0donc lim f,(z)=0.
n—-+o00 n—-+o0o

2. Tout d’abord, on remarque que Vz € [0,1], fn(x) <0 donc |fn(z)| = — fu(z).
Pour z €]0,1[, on calcule f,(z) = (na" 'Inz + 2" x 1) = 2" ! (nlnz + 1).
On obtient le tableau de variation suivant :

x 0 e_rr% 1

falz) \ 1 /
| fn ()] / \

0 0

3.0naVneN" Vzel0,1], |fulx) — f(z)] < u, avec u, it

La convergence de (fy) vers f est donc uniforme sur D = [0, 1].

0et f(x)=0.

Frédérique Le Louér 6



Chapitre 5 - Exercice A.2.26. Convergence non uniforme de suites de fonctions

1. On sait que te™* =% — 0.

t—-+o0
Pour z € ]0, +-oof fix¢, on a par composition de limites nze™* — 0.D’ot lim f,(z) = 5 0_ —0.
n—+o00 n——+o0o —¢
2. D’aprés 1. on a lim ( lim fn(x)> =
r—0+ \n—+oo
Pour n > 1 fixé, on a lim ;== = lim —% = —}1 = 1. D’on
z—0t "¢ =0t

lim f,(z)=n= lim ( lim fn(ac)> = 4o0.
z—0t
3. Pour toutes suites de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f, on peut intervertir
les limites entre les variables n et x.
Par conséquent, (f,) ne converge pas uniformément vers la fonction identiquement nulle.

4. On propose une suite (x,) C D, telle que (| fn(zn)|) ne converge pas vers 0.

Prenons z,, = £ € D. Alors, f(2) = ——+ — +o0. Comme Vn € N, uy, > |fu(z,)], on en déduit
l—e™n n—+o0

que la suite (uy) ne converge pas vers 0 non plus. La convergence n’est pas uniforme.
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