Chapitre 6. Exercice A.2.4

1. On rappelle que la fonction cos est de classe C'°°. On peut utiliser T-Y en tout point et & tout ordre
Utilisons le développement usuel de cos en 0

2 2t
cos:c—l—?+j+o( h.

Ensuite, grace aux opérations sur les DLs, on trouve

2 4 2 4
1—COSZE:1—(1—%+Z')+O($4) %—%—i—o(xﬁ
2 4 4
(1—cosx)2:(% Z') +o(z?) = %+o(az4)
2 x? atl 4
cos x—(1—7+4|) + o(z™)
2 4 2 4 4
x x x x z - 5 1 4 4
—I—E—FZ—?"FZ"FZ-FO( ) 1—=x +§$ +O($)

On peut retrouver le développement de T-Y de (1 — cosx)? de la fagon suivante

2 gt
1
(1—cosx)?=1—2cosz+cos’z = 1—2(1—?—}— 1 )+(1—x2+§$4)+0(x4)
4
=%+0(x4).

2. a) On applique la formule de T-Y en a = 7 a l'ordre 4.

_ h: h? o
cos( + h) = cos(7) —sin(§)h — (1)? +sin( ) o7 i +cos(§) o + h*e(h)

4
5 5 24) + h*e(h), avec e(h) e 0
b) Il faut utiliser la trigonométrie pour développer cos(

T -+ h) ainsi que les développements usuels de
cosh et sinh en 0.

cos(§ + h) = cos(%§) cos(h) — sin(F) sin(h)

( % Zf) ?(h—}§>+h4s(h)

\[ h2 h3 h4 4

—(1—-h— —+ — h*e(h h .
5 ( 2+6+24>+ e(h), avecs()hjoo
On retrouve le méme développement de T-Y.
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Exercice A.2.10 - question 2
1. On écrit In(1 +sinz) = go f(x) avec f(x) =sinz et g(y) = In(1 + y)
(i) DL de fena=0alordre 3: f(z) = sinx =x — %3 + o(x3).
(i) DL de gen b= f(0) =0alordre 3: g(0+k) =In(1 + k) = k — & + £ 4 p3c(k)

(iii) On compose les DLs en posant k =z — z?

G .

In(1+sinz) = ( _%3)_(%—%)2 (x_a%)?)

z? 23

:x—?—i—g—{—x?’s(x)

3. On écrit \/cosz = go f(x) avec f(x) = cosx et g(y) = /¥
(i) DLde fena=0alordre 4 : f(z) =cosz =1— ‘%2 +§+o(x4).
(ii) DLdegen b= f(0) =1alordre 2 suffit : g(14+ k) =+v1+ k=1

+E B 2 (k)
(iii) On compose les DLs en posant k = —% + % :
2 4 4
Vcosx = 1—%—1—% — §—2+x45(m)
2 4
T A
= 196 +z e(x)

4. On écrit v/1+cosx = go f(x) avec f(xz) =1+ cosz et g(y) = /Y.

(i) DLde fena=04alordre2: f(x) =1+ cosx =2 — % + o(x?).
(i) DLdegenb= f(0) =2alordre 2: g(2+k) = vV2+ k = v2,/1 + & = V2(1+5 - By 4 k2 (k)
(iii) On compose les DLs en posant k = —% :

2
1+cosx:\@—x7+x25$
% Wi (z)

5. On écrit /1 +cosz = go f(x) avec f(x) =1+ x et g(y) = ev.
(i) DL de f en a=0 alordre 2 : f(a:):\/1+x:1+%—%2+0(:c2).
(ii) DLdegen b= f(0) =1alordre2: g(1 +k) =e!™F =exeF = e(1+k+§)+k2£(l€)

(iii) On compose les DLs en posant k = § — “8—2 :

2 2
e 1+I:e(1—|—§—2+2> + 22e(z)
D'ou eV = e(1+ %) + z?c().
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Exercice A.2.21
Les quotients sont de la forme (0/0) au voisinage de a = 0. On remplace numérateur et dénominateur
par leur partie principale dans le calcul de la limite.
NB : Les DL de T-Y de tan et sin? ont été vu au A.2.19.
1.1 —cosz = % + o(2?) et tanz = x + o(z) = tan®x = 2% + o(2?).
2
1—cosz . ‘Tl 1

= lim72:hm > = 5
z—0 tan“x z—0 T 2

2. (1 —cosz) = %2 + o(x?), Arctanz =  + o(x) et wsin?z = 23 4 o(23).

3

. (1 —cosz)Arctanz . HF 1
= lim 3 = lim =& = —.
z—0 T sin® x z—0 23 2

3.sinx —xcosz =[x — %3 +o(2®)] — 21 — %2 +o(2?)] = %3 +o(2?), et 2(1 — cosz) = 2y o(x?)

. sinx —xcosx . 5
= lim ——— = lim =~ = —-.
#=0 z(l—cosz) @0 L3

4.sinz+2/1+xz = [x—%]+2—2[1+%—%+%§]+0(w3):%2—1—0(304) et cosm—lz—%—i—o(aﬁ).

. sinxz +2v/1+x . % 1
= lim = lim = ——,
z—0 cosz — 1 z—0 _%
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Exercice A.2.17 Application des DLs a I’étude locale de courbes
1. 8% = go f(z) avec f(z) =sinz et g(y) = ev.
e DL de fen 0 al'ordre 4 :
f(@) =&~ %] +ola?).

e On calcule b= f(0) =0. DL de gen b=0alordre 4 : on pose y =0+ k

_ Ly, 1.3 1.4 4
g(k) = L+ k+ Sk + ok 4 ok 4 o(kY).

° DLdegofer10§11’01rdre4:ompose/f:P4(al?)—b:gU—%3
3 3 3

gof(x)=1+(xf%>+%(w%)“%(w%)%yz(w‘%) +o(z?)

3
=1+z—2 + 1@ 2)+ 2 + I 4 o(a?)

2

:1+x+%—%x4+0(x4).

L’équation de la tangente est y = 1 4 .

2 . .
L’écart entre € et la tangente est d(z) = Z-2? + o(z?). On peut donc dire que la tangente est située
sous la courbe représentative de g o f au voisinage de a = 0.

2. arctan(y/3(cosx + sinz)) = g o f(x) avec f(x) = cosz + sinz et g(y) = arctan(v/3y).
e DL de f en 0 alordre 2 :

e On calcule b= f(0) =1. DL degenb=1alordre 2 : on pose y =1+ k

/ 9”(1) 2 2
g(l+k)=g(1)+d(1)k+ —k + o(k?)
=T 43— 3f1<:2 + o(k?)

avec g(1) = arctan(v3) = 5, ¢'(y) = i et 9"(y) = — 5k

2

e DLdegofen0Oalordre2:onpose k= P(z)-b=2—-%

2 2.2 2
gof(w) =T+ ¥3(x—2)— 3Bz _ )2 4 o(z?)
=3+ %x — §x2 - 31—\§xz + o(z?)
=5+ %o - 5% + oe?)
" : _ V3
L’équation de la tangente est y = § + “°x.
L’écart entre € et la tangente est d(x) = 5\[.%' + o(2?). On peut donc dire que la tangente est

située au-dessous de la courbe representatlve de g o f au voisinage de a = 0.

3. arctan( Z)=go f(x) avec f(x) = 1+x et g(y) = arctan(y).
e DL de fen 0 alordre 3 :

flx)=—-1+ = —14+2(1 —z+ 2% —2%) + o(z?)

= 1—2x+ 222 — 223 +0(2?).
=P3(x)
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e On calcule b= f(0) =1. DLdegenb=1al’ordre 3 : on pose y =1+ k

gL+k) = F+5 =+ +o(k?)

1 2y

avec arctan(1l) = 7, arctan’(y) = gl arctan” (y) = — e O
3 _ 2 8y*
arctan( )(y) = —(1+y2)2 + (I+y2)?

e DLdego fen0alordre 3 : on pose k = P3(x) — b= —2x + 222 — 223

1
:%+[—x+x2—x3]—[9@2—2x3]—%—Fo(aﬁ)

go f($) _ % + (72x+2§27213) _ (—2z+222—273)2 + (72x+2iv2272z3)3 + 0(]13)

:g—x—l-%g—l-o(a:g)

L’équation de la tangente est y = 7 — .

L’écart entre €y et la tangente est d(x) = +z—; + o(23). On peut donc dire que la tangente traverse
la courbe représentative de f en a = 0. Plus précisément, la courbe €os est située au dessus de la
tangente a gauche de a = 0 et située sous la tangente a droite de a = 0.
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Chapitre 6. Exercice A.2.25 Etude des branches infinies

1
L] flz)=T——
er —1
On effectue le changement de variable X = % dans la fonction @)
1 l X
f(x): - =2 = On pose g(X) = .
x z(ez —1) ez —1 et —1

Ensuite, sachant que X —lL> 0, on effectue un DL au voisinage de 0 de g & un ordre suffisant
T—r00

permettant d’en déduire I’équation de ’asymptote et sa position par rapport a la courbe. On a

1 1
eX —1=X+2-X24+ X34+ X3%(X) aveceg(X) — 0
2 6 X—0

X 1

X = =
9(X) X+ IX2 4+ IX3 4 X30(X) 1+ 2X 1 1X2 + X220(X)

On effectue une division selon les puissantes croissantes :

1 X X
1+ +—
X X2
2 6
) X+X2
N X2 2 12
12
Le DLy(0) de g est
(X)=1 §+X—2+X2 (X) (X) = 0
A =275 T1 £l avee el ¥

On revient a la variable x et & la fonction f :

f(x)—l ! L —l—%&l(%) = f(x)::c—}—l-%—i-%él(é)

T C2r 1222
2. L’équation de I'asymptote a €y en £oo est y = x — 1

2
Lorsque z — 400 ou x — —o0, le reste %51 (%) est négligeable par rapport au terme ﬁ et n’influe
pas sur le signe.

1 1 1
x— —00= f(zr)—y= Tow + —& <> < 0 = La courbe ¢ est située en dessous de 'asymptote
T T x
1 1 1 .
x— 400 = f(zr)—y= 92 + —€1 (> > 0 = La courbe % est située au-dessus de ’asymptote.
T x x
3. [f(z) =2%sinl
On effectue le changement de variable X = 1 dans la fonction /(@) =g(X):
x
f(z) .1 sinX
X = — = = = .
g9(X) . xsin X

Frédérique Le Louér 6



Ensuite, sachant que X —> 0, on effectue un DL au voisinage de 0 de g & un ordre suffisant
r—+o0

permettant d’en déduire I’équation de ’asymptote et sa position par rapport a la courbe. On a

2
o X2%(X).

9 X) =1~

On revient & la variable x et & la fonction f :

f(zx) 1 1 1 1
f(@zﬂﬁXTZ l-=5+3 e(3) :fﬁ—*x‘F*E(i)-

L’équation de I'asymptote a €y en £oo est Yy =2x.

Lorsque z — 400 ou x — —o0, le reste fs ( ) est négligeable par rapport au terme —@ et n’influe
pas sur le signe.

1 1 1
x— —o00= f(zr)—y= ~ 6z + —¢ <> > 0 = La courbe ¢ est située au-dessus de I'asymptote
x  x \=x
1 1 1 o
r— 400 = f(x)—y= 6 + —e| — ) < 0= La courbe €} est située en-dessous de ’asymptote.
x  x \x
f(z) =zcosl
On effectue le changement de variable X = 1 dans la fonction @) =g(X):
x
f(z) 1
g(X) = o= cos o = cos X.

Ensuite, sachant que X e 0, on effectue un DL au voisinage de 0 de g & un ordre suffisant
r—to0

permettant d’en déduire I’équation de ’asymptote et sa position par rapport a la courbe. On a

X2
o X2%(X).

9X)=1-~

On revient & la variable x et & la fonction f :

f(zx) 1 1 1
fl@)=ex == =ax{l-g5+ 5 e(3) ) =2 — o=+ —e(3)-

L’équation de I'asymptote a € en £oo est Yy =2x.

Lorsque z — 400 ou x — —o0, le reste 75 ( ) est négligeable par rapport au terme ——x et n’influe
pas sur le signe.

1 1 1

x— —o00= flzr)—y= ~ 9z + P <$> > 0 = La courbe €} est située au-dessus de 'asymptote
1 1 1 s )

r— +oo= f(xr)—y= ~5 + o < 0 = La courbe €% est située en-dessous de l'asymptote.
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Exercice hors poly. Application & I’étude des branches infinies
On considére la fonction définie par

3

(2 + 1) arctanz

fz) =

1. Montrer que pour tout x # 0, on a arctanx + arctan% = signe(x) X z.

2. En déduire que pour tout z # 0, on a

flx) _ 1

x (1+ %) (signe(x)§ — arctan 1)

3. On pose g(%) = % puis t = %

Déterminer le DL de g(¢) a 'ordre de 2 au voisinage de 07 et 0~.
4. En déduire les équations des asymptotes et leur position par rapport a ¢y au voisinage de £oo.

1

1 1 1 .
h,($):1+$2+<—$2>1+(1)2:0,Vl‘ER .

On en déduit que la fonction h est constante sur | — oo, 0] et sur |0, +o00|. Les constantes peuvent étre
différentes sur chaque intervalle. On utilise

Correction. 1. On pose h(xz) = arctan x + arctan —. La fonction h est définie et dérivable sur R*. On

a

1
lim Ah(zr) = lim arctanz + lim arctan— = Tio="1 ,
z—+00 T—r+00 T—>+00 x 2 2
1
lim A(z) = lim arctanz + lim arctan — = Tio=-= ,
T——00 T—>—00 T——00 T 2 2

pour conclure que arctanx + arctan% = signe(x) X 5.
2. On verifie que lim f(x) = +oo. Puis on calcule
T—7F00

) (x . z? 2 . flz . 22 2
lim —* = lim =— et lim ——= = lim =——.
Z—to0 T z—+oo (22 + 1) arctanx 7 T——00 T a——oo (22 4+ 1) arctan x T

Dans ce cas on sait que ¢ droite asymptote en +o00 et —oo. On doit effectuer le changement de variable

1
X = — et calculer g(X) = @) :
x x

f(z) x? 1 1

z (224 1)arctanz  (1+ 1—12) arctanz (1 + ;ﬂ)(signe(m)g — arctan 1)

— 1
T (1+X2)(signe(X) 5 —arctan X) -

DL a Vordre 2 de g en 0 (pour avoir assez de termes pour en déduire 1’équation de I'asymptote et sa
position par rapport a la courbe).

(On a utilisé signe(z) = signe(L)). On effectue un

3. On pose alors g(X)

arctan X = X + X?¢(X)
X~0

~

1+ XQ)(signe(X)g —arctan X) = (L+ XZ)(signe(X)g — X + X2%(X))

o signe(X)g - X+ Signe(X)gX2 + X?%e(X) .
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On effectue une division selon les puissances croissantes pour trouver

On en déduit ’équation de la droite asymptote en +o0o : y = %x + % et la position de la courbe par
rapport & l’asymptote grace au signe de f(z) —y < 0 au voisinage de +oco. La courbe € est en effet
située sous l'asymptote en +oo.

De méme 2 4 8 21 1.1
= flx) = —=2+—=-—-(=—=)—+—¢(=
flo) = —cot+5-(5-_)_+_e)

On en déduit ’équation de la droite asymptote en —oo : y = —%l’ + % et la position de la courbe par

rapport & l'asymptote grace au signe de f(x) —y < 0 au voisinage de —oco. La courbe € est en effet
située sous 'asymptote en —oc.
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Exercice hors poly. Recherche d’extrema locaux

On considére les fonctions suivantes définies sur R par

__ Arctanz :
fi(z) = zArctanz — In(1 + %) et { @) = =5 stz 70,

f2(0) = 1.

1. Justifier que fi et fo sont de classe € sur R.

2. A Taide d’un développement limité & un ordre suffisant, montrer que a = 0 réalise un extremum
local de f1 et fo dont on précisera la nature.

3. Justifier que fi est convexe.

4. En déduire que les extrema locaux sont des extrema globaux.

Correction.

1. e Par produit, somme et composition de fonctions continiment dérivables sur leur domaine de
définition, fi 'est aussi sur Dy, = R. On a

! = Arct — .
fi(z) rctan x g

e De méme, Uexpression @ — 29T gt continiment dérivable sur R\{0}. Il reste a étudier la

dérivabilitée de fo en a = 0 et la continuité de f} en a = 0.

_ 0 Arctanx_l Arct _ m—L+O$3 —
fa(x) — f2(0) I _ Arc an2x T _ 3 2( ) _ —£+o(:v) 0
T T T x 3 t—0
La fonction fy est dérivable en a = 0 et f5(0) = 0. De plus
—L - — Arctanz
1 2
f3(x) = = 72
) — (p— T 3
On a alors au voisinage de a = 0, f}(z) = w12 (22 RALICO —2% + o(x) el 0 = f5(0).

La fonction f} est continue en a = 0.

2. Tout d’abord on remarque que a = 0 peut étre un éventuel extremum local de fi et fo car

f1(0) = f3(0) = 0.

4
x x
file) =2z — ) = (2 = ) +o(a?) = - + o(z?)
3 2 6
f1(0) = 0 est un minimum local de f.
2
x
falr) =1~ % = ola?)
Le nombre f3(0) = 1 est maximum local de fs.
3. On calcule f{'(z) = % > 0. La fonction f; est convexe.
4. On en déduit que f1(0) = 0 est le minimum global de fi.
Ensuite, sachant que f)(z) = —flx(f), on utilise les variations de f{ pour dresser le tableau de

variation de fs :
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T —00 0 +0o
%
{(x) /o/
-3
1() - 0 +
5(x) + 0 -
1
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