Chapitre 6. Exercice A.2.12
Soit
X 2
f(x) =3+f el dt.
0

On note que f(0) = 3. La fonction f est dérivable et f'(x) = e . Comme f" est composée de exponentielle et
d’un polynome, on sait que f’ (et donc f aussi) est de classe € (cad infiniment continiment dérivable).

Pour obtenir le DL a I’ordre 6 au voisinage de a = 0 de f on va intégrer le DL a l'ordre 5 de f”:

n ~
Lteetap +R"E(R)

2
a) U +
primitive de la partie rég. de f’

cours: on pose x = a+ h et
flla+th)=ap+aih+---+a,h"+h"e(h) = fla+h)=f(a)+

etéh) — 0
h—0

epoura=0,onax=h.DLde f'(x):
el = 1+t+-2+-2+ t3£1 (t) (les termes d’ordre supérieurs sont inutiles)

t=0
On pose t = x?:
1 1
f’(x) = ex2 =1+x2+-x*+ gx6+x6£2(x) =1+x%+ §x4 +x5£3(x)

On a dit que le DL al’ordre 5 pour f’ suffit pour avoir le DL a I’ordre 6 pour f. Par intégration on obtient

1 1 1 1
fx)=f0)+ x+—x?’+ﬁx5 +x%4(x) =3+ (x + §x3+1—0x5)+x6£4(x)

primitive de la partie rég. de f’(x)
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Chapitre 7. Exercice A.2.16

Quelques formules

On calcule u(x) = xet v'(x) =

u'(x) f u'(x) 1 1
dx=1 t 1 dx=—— -
f 00 x=Inlu(x)| etpoura# (u(x))a X 71 (u(x))a_l
ooy U
WVuw'(x) = —Zm
3. 1seule .PP avec u/(x) = 1 et v(x) = Arcsin x.
1
V1-x2
fArcsinxdx—xArcsinx+f —2x dx
2v1 - x?

= xArcsinx+V1-x2+C, CeR

4.0naP(x)=x%+x+1donc deg P = 2. 1l faut effectuer 2 I.P.P en dérivant le polynome.
On pose u/(x) = e** et v(x) = x>+ x+1

On calcule u(x) =

ze?¥et v'(x)=2x+1

f(x2+x+1)ezxdx=%ezx(x2+x+1)—%fezx(2x+1)dx

On pose u/(x) = e** et v(x) =2x+1

On calcule u(x) =

%ezx etv'(x)=2

2
x“+x+1
f(x2+x+1)e2xdx:ezx¥— 1 (lezx(2x+1)—f%e2xx2dx)

5 212
2
xX“+x+1 2x+1
:er( )_e2x +%f92xdx
2 4
2x2+1 1
= 4 -e*4+C, CeR
4 4
2x2+2 x2+1
=T+ C=e""——+C.

5.0na P(x) = x donc deg P = 1. Il faut effectuer 1 I.PP en dérivant le polynéme.
On pose u'(x)=sinxetv(x)=x

On calcule u(x) =

—cosxetv'(x)=1

fxsinxdx: —xcosx—f(—cosx) x1dx

—xcosx+fcosxdx

= —xcosx+sinx+C, CEeR.

6. On effectue 2 I.PP puis on résout une équation d’'inconnue

G(x) = fsinxezx dx.

On pose u/(x) = sinx et v(x) = 2~

On calcule u(x) =

—cosxet v (x)=2e2*

G(x) = —ezxcosx+2fcosxezx dx
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On pose u'(x) =cosxet v(x)= e2x
On calcule u(x) =sinx et v/ (x) = 2e**

G(x)=—-e**cosx+2

e**sinx — f 2¢**sin x)

G(x) = —e**cosx+2e* sinx—4G(x)+C, CeR

= 5G(x)=—-e**cosx+2e**sinx+C

—e?*cosx+2e**sinx+C —e?*cosx+2e**sinx o F

G(x) =
= (x) 5 5

Frédérique Le Louér 3



Chapitre 7. Exercice A.2.23

1. Effectuer le changement de variable x = v2¢+ 1 pour déterminer la forme générale des primitives de

2t .
V2i+l
¢ Exprimer dt en fonction de dx
x -1
x=V2t+1 & t= >

On "dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable"

dr _dlI*5t
il di =x =dt=xdx
¢ On modifie I'intégrande
2t x*-1
va2t+1 X

« Transformer I'intégrale en ¢ en une intégrale en x et terminer le calcul

2t x2-1
dt:f x xdx
/\/2t+1 X

:f(xz—l)dx
x3

:Z—X+C
V2t+1)3
:%—v2t+l+C
2t+DV2t+1
:%V—\/—zwuc
2t+1
:v2t+1(T—1)+C
21—
=v2t+1 +C

2. Effectuer le changement de variable x = ve! —1 pour déterminer la forme générale des primitives de
t

e .
(+e)Ve -1~ )
» Exprimer dt en fonction de dx

On "dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable"

x=Vel-1 o e=x*+1 o t=Inx%*+1)
dt d[n(x*+1)] 2x 2x
_— = = = =
dx dx x2+1 x2+1
* On modifie I'intégrande
el *+1

(1+eh)vVel—1 T Z+2)x

 Transformer I'intégrale en ¢ en une intégrale en x et poursuivre le calcul

dx

e 241 2x 2
——dt= - x ——dx= | -
Q1+eHvel -1 xc+2)x x°+1 X242
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u'(x)

A t ! = = —_
rctan’ (x) Tt ()
2 2 1 1 =
2+x2 2 x2:1+(i)2:\/§1+\(@i)2
1+5 V2 V2

f(1+e’)\/ef f
= \/EArctan(Té) +C, CeR

= \/EArCtan(—”e\/t;) +C

Changement de variable avec x = ¢(f) dans 'intégrale

b
f fde

t=a< calculer x = ¢(a)

» Changer les bornes :

t=b < calculer x = @(b)

» Exprimer dt en fonction de dx
On "dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable"

dr _ dle(x)]
dx dx

=p'x)=>dt=¢' (x)dx

¢ On modifie I'intégrande
f@) = flo()

« Transformer 'intégrale en ¢ en une intégrale en x

o(b)
ff(f)df— @ flo(x) @' (x)dx
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Chapitre 7. Exercice A.2.24

2. Primitive de f5 :
Soit f5(x) = =71 faut mettre f5(x) souslaforme f5(x) = Wl(x))z oll a est un réel et u est une fonction

a trouver. Pour cela il faut mettre le dénominateur sous forme canonique.

2 —(x=L2_ 11— (x-1y2,3
X —x+1=(x-3)"-7+1=(x-3)"+73
Ensuite, on factorise le dénominateur par la constante apparaissant a cdté du carré. Ici il s’agit de %.
1 1 1 1

2 §X4 1 =3
x2-x+1 (x—-)2+— 3 3(x—32+1 3 (\/g)z(x—%)2+l

f5(x) =

3 (Hlr—7)2+1

Lexpression obtenue ressemble a la dérivée de Arctan ¢ a une constante pres :

Arctan’ =

1+¢2°

N . _ 2 1 2x—-1 1
On procede au changement de variable ¢ = 73 (x-3)= 5

+ on calcule x en fonction de ¢ : x = @ t+ %
» on dérive 'ancienne variable x par rapport a la nouvelle variable ¢ :

d
dx V3 = V3y4,
dr 2 2

¢ On transforme l'intégrand

4 1 4 1 3 2
ffs(x)dx:f—x#dx:—fz—xﬁdt:—Arctam%C
3 (22 3J »+1 2 V3

V3

2 2x-1
=—Arctan( )+C CeR.
V3 3

Primitive de f6 :
Soit fg(x) = — +1 Il faut exprimer le numérateur en fonction de la dérivée du dénominateur v(x) = x% -
x+1, C’'est-a- dlre trouver deux constantes « et (3 telles que

2—x=axv(x)+p.

On calcule donc v'(x) = 2x — 1. L'égalité ci-dessus devient

-1=2a a=-1
—X= — = — 2
2-x=a@x-1D+p=2ax—-a+f < {2=—a+,3 o {,B:%
La fraction f5 se réécrit
1 /

—3xV(x)+p V() 41

= = —_—= +_ .

fo(x) v(x) 2px) (v

Le premier terme est la dérivée de In|v(x)| et le second terme correspond a la fonction f5 (2 une constante
pres).

_ V' (x) 1 3 2 2x
ffe(x)dx ——f 00 dx+— ffs(X)dx— —Eln(x —x+1)+5x7ArCtan( )+C
=—%ln(x2—x+1)+\/§Arctan( )+C CeR.
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Exercice hors poly
1. On définit les polynomes P(x) = x> +3x%> + x+1, Q(x) = x> + x + L.
(a) Diviser P par Q suivant les puissances croissantes (on veut un reste de valuation 3).

B+3x%+x+1

(b) En déduire une primitive de la fonction —/———.
xX3(x2+x+1)

1
Réponse : -5 +2In|x|-In(x* +x+1)+C

2. Ens’inspirant de la méthode précédente, trouver une primitive de

1 1 1 1
Réponse: —— - — — — — —Arctan(x—1) + C.
p 4x 4x2 6x3 4 ( )

xt(x?2-2x+2)°

Q1.

(@) Unreste de valuation 3 est un reste dont la puissance du terme de plus bas degré est égale a 3. Autre-
ment dit, on veut un reste factorisable par x°.
Attention! ne pas confondre division euclidienne et division selon les puissances croissantes.

1 + x + 3x* + i 1+x+x?
-1 - x - x°
2x> +  x8
—2x> - 2x° - 2x* 1+2x2
-x3 - 2x*

Conclusion : P(x) = Q(x)(1 +2x%) — (x3 +2x%).

P(x)

. Pour cela on modifie I'expression de F en utilisant le
x3Q(x)

(b) On cherche une primitive de F(x) =

résultat précédent.

_ Qw2 - +2xh) QWA +2x")  (P+2x)  1+2x% 1+2x
- x3Q(x) - QW) ¥Q P QW

fF(x)dx—f(Hzxz 1+2x )dx—f(l +2x2 1+2x )dx
B x3 1+ x4+ x2 S8 B8 T+x+x?
f(l 2 1+2x )
=||l=+--———|dx
X3 x l+x+x?
1
=—— +2In|x|-In(0+x+x>)+C, CeR
2x2

1 2
R Cya

2x2 1+ x4+ x2

F(x)

+C, CeR

Q2.

(a) On effectuela division de P(x) = 1 par Q(x) = 2—2x+x? avec un reste de valuation 4 (afin de simplifier
la fraction par x* plus tard). On trouve

xz) x*
4

1 x
1=(2—2x+x2)x(—+—+—
2 2 4
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P(x
(b) On cherche une primitive de F(x) = %. Pour cela on modifie 'expression de F en utilisant le
x*Q(x
résultat précédent.

QW& -2x+2) -4 QWG -2x+2) £ 14
F(x) = = — = —_— X
x*Q(x) x*Q(x) x*Q(x) x4 4 x2-2x+2
1111 1

+ +
2x4  2x3  4x?2 4

X —_—_—
1+ (x—-1)?
La forme générale des primirives est

1 1 1 1
fF(x) dx= Arctan(x—-1)+C, CeR.
6x3 4x2 4x 4
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Chapitre 7. Exercice A.2.25

1.

(a) Il faut effectuer le changement de variable .

(b)

» On dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable :

dx
— =cost = dx=costdt

dt
» On change les bornes :
1 : T
xX== <& sint==- © t=-—
2 6
. b4
x=-1 <& sint=-1 < t=_E

 On transforme l'intégrale :

1
Ilzfz\/l—xzdx:f
-1 —

.4 /4

s s
\/l—sinztxcostdt:f costxcostdt:f cos’tdt

I
6

z -z z
2 2 2

Pour intégrer cos? 1, il faut linéariser I'expression cos? ¢ = 12982¢,

(1 cos2t t sin2f% T 3 7 T V3
h=f6(—+ )dt:[—+—]6 =—+£—(——+0):—+£.
a2 2 2774 1271278 38

e
2

Si a=0 alors I, = 0.
On suppose a # 0 et on commence par factoriser 'intégrande par v a* = |a| pour obtenir une expres-
sion similaire a la précédente

a a “
Ingo \/az—dex:fO Va2 1—;—§dx=|a|f0 Vl_(i)zdx

Ensuite on effectue le changement de variable| 7 =sint |

» On dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable :

. dx
x=asint = E:acost = dx=acostdt
» On change les bornes :
x=a < asint=a ¢ sint=1 o =

x=0 o asint=0 < sint=0 o t=

 On transforme l'intégrale :

3 3 t sin2t(% /1
12=|(l|/ \/l—sinztxacostdtzalalf cosztdt=a|a|[5+ 1 ]; =a|a|Z
0 0

¢) On commence par mettre le polyndme sous forme canonique puis on procéde comme au b).

—x*+3x-2=-(x*-3x+2)=—((x-*-3+2)=— (x-)*-1) =1 -x-3)*
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1.

On factorise I'intégrand par \/; =5
3 3 3 1
2 2 2
I :f \/—x2+3x—2dx:f \/l—(x—§)2dx:lf 1-—
T h p Ve z zh i
3
11>/ 3
_E/; 1—4(x—§)2dx
%
:%f V1-(2x-3)2dx
1

Ensuite on effectue le changement de variable .

» On dérive I'ancienne variable par rapport a la nouvelle variable :

sint+3 dx
= = —:%cost = dx:%costdt
2 dat
» On change les bornes::
_3 s _o9 3 _q_ —
x=5 < sint=2x5-3=0 & =0

/4
x=1 © sint=2x1-3=-1 < t:—g

¢ On transforme l'intégrale :

1 E sm2t](; :i(o_(

1 n 1 1 0
Ig:—fz\/l—sinztx—costdt:—[ cosztdIf:—[ +
2 Jo 2 4 -z 412 4 2
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