Chap7. Exercice A.2.19. Intégrales de suites de fonctions

1. On utilise le théoreme des gendarmes ou ses corollaires :

Vxelabl, |fu(X)|<u, = Vxelabl, —u,< fnlx)<uy

b b b
= f —undtsf fn(t)dtsf updt
a a a

b
= —un(b—a)Sf fr)dt<uy(b-a)

b
Comme uy, o 0, on en déduit que nliIP f fa(t)dt =0 d’apres le théoreme des gendarmes.
(¢} —+00 a

—+

2. Tout d’abord, d’apres I’échelle de comparaison a l'infini, on a
a

x>0>— — 0.
e* n—+oo

De plus f;,(0) = 0 donc f,(0) o 0. Par conséquent la suite de fonction f;;(x) converge simplement vers la
— 100
fonction identiquement nulle.
On calcule u, = max | f,(x)|:
xe[0,1]

fr(x)=n% "1 - nx).

X 0 1 1

fi(x) + 0 -

na

e

-1
na

—n
J

Up =
fn(x)
0 /

Onau, — 0ssia<1,onendéduitquelasuitedefonctions (f;) converge uniformément vers la fonction
n (o ¢]

—+

e

identiquement nulle sur D = [0, 1] ssi a < 1.
Calculons I, :

a-1 e—nt 1 na—1+na—2

1 n
+na—1f e_”tdt=— a-1 ] - _ +n
0 e

+n a-2
0 e

te—ﬂf]l

1
I,= n“[ te "dt=n"
0 0

—n —-n

On remarque que nlil}rl I, =0ssi a <2.1ln'y adonc pas équivalence a la question 1.
—+00

Quand est-il de la série de fonctions )} f,(x)?
n=0

n
On pose pour tout x € [0,1], S,(x) = Y. fr(x). Le tableau de variations indique que les fonctions f;,, sont

positives donc (S;) est une suite croissante dans le sens
Vxel0,1, Vn=0, S,(x) < S;+1(x).

De plus,

n a-1
Vxel0,1], 0<S,(x)< )
k=0
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a-1 .
n — est bornée.

n

D’apres les regles de Riemann, le majorant converge ssia —1 < -1 < a <0. Dans ce cas ).
k=0
Par conséquent (S, (x)) est une suite croissante et majorée donc converge. On dit que (S;) converge norma-

lement vers une fonction limite (non calculable).

En ce qui concerne les intégrales, on a

n k(x—l + k(x—Z

1 n
05[ Sn(dx=) Ix=) —————+k*7*
0 k=0 k=0 €

D’apres les regles de Riemann, une condition suffisante de convergence sura esta —2< -1 a <1.

3. Pour x >0 fixé, on a

nelER)+1,+o0[ = %sx =  fulx)=0.

Dans ce cas f;(x) T 0.

De plus f,(0) = 0 donc f,(0) T 0. Par conséquent la suite de fonction f;,(x) converge simplement vers la
fonction identiquement nulle.

Quand une fonction est définie par morceaux, on utilise la relation de Chasle pour calculer son intégrale
comme suit :

1 1 1 1 1
f fn(x)dxzf fn(x)dx+f fn(x)dxzf nzx(l—nx)dx+f 0dx
0 0 1 0 1
n Vl_o
nx (2t x () 1

[n2x2 n3x3]%
0

2 3

2 3 6

Par contraposée de la question 1., la suite de fonctions (f};) ne converge pas uniformément vers la fonction
identiquement nulle sur D = [0, 1].
On aurait pa aussi démontrer que

tn = Supll fu (DX € 0,11} = fulgh) = % = +00

Comme (u,) ne converge pas vers 0, il n'y a pas convergence uniforme.
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Chapitre 7. Exercice A.2.17

1 n
Soit I, = f dx.
0
1. On veut utiliser le théoréme des gendarmes pour montrer que lirP I,=0.
n—+oo

e Pourtout x€[0,1]onax”=0et1+x">=1donc

x" L xn 1
20:>f dxzf 0dx=0
1+ x" o 1+x" 0

» On cherche une fonction f;,(x) simple telle que

n

1
p < f(x) etfo fn(x) T 0.

X

VYxel0,1],
1+

n
l_<1= *_ <x" Prenons fn(x) = x" et on calcule

ns 1
Onal+x zZl=> o< T =

n+1

1 1 X 1 1
— ng._ — N
fofn(x)dx—fox dx_[n+1]0_n+1n—>ooo

x" " 1 1
Vxel0,1], ——<x" = I,< x)dx=——
(0,1 1+ x" " fof() n+1

D’apres le théoreme des gendarmes, I, o 0.

—00
2. Intégration par parties d’apres les régles données en cours :
On pose u'(x) =1 et v(x) =In(1 + x™)

_ Iy _ nx!
On calcule u(x) = x et v'(x) = T

1 1 1 nxl’l—l
f In(1+x"dx= [xln(1+x”) —f X X dx
0 0 Jo 1+xn

=In2-nli,

1
= nl, :lnz—f In(1+x"dx
0

3. On applique la formule de Taylor-Lagrange aIn(1 + x) al'ordre 1en a=0
La fonction In est bien au moins 2 fois dérivable sur ] — 1, +oo

"a+0(x—-
F) = f@+ fl@x—a)+ M(x— a)?

Pour f(x)=In(1+x)ona

/ _ 1 i —_ _
Fe=qet/ W= (1+x)2

On obtient
2

C (1+0x)? =%
—_——

=0

Vx>-1, Inl+x)=x

1
4. On utilise le résultat de la question 3. pour montrer que f In(1+x")dx = 0
—00

0
ePourtoutx€[0,1]onal+x"=1=In(1+x") =1nl =0 car In est croissante

1 1
Y xe[0,1], 1n(1+x”)20:'f ln(1+x”)dx2f 0dx=0
0 0
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eOnsaitqueVe>—1,In(1+t) <t.Onposer=x"etona

1 1
Vxel0,1], InQ+xH=<x" = f ln(1+x")s/ x"dx= - 0
0 0 n+1 n—oo
1
D’apres le théoreme des gendarmes on a bienf In1+x")dx — 0.
0 n—oo
D’apres la question 2. on a
1
lim nl,=In2- lim In1+x"dx=1n2.
n—+oo n—+oo 0

Question supplémentaire : o Est-ce que la suite (f},) définie par f;(x) = % converge uniformément sur

D = [0,1] vers une fonction f a préciser? NON! La limite simple est f(x) = 0si x € [0,1[ et f(1) = % La
fonction f n’est pas continue alors que les fonctions f; le sont donc il ne peut pas y avoir convergence
uniforme.

¢ Est-ce que ) I, est convergente? NON!
n=0

n
Si chaque f;, est continue alors chaque somme partielle ) fi est continue et donc intégrable. On a

1 n n 1 n
Y fex)dx= Zf fiwdx="Y I.
k=070 k=0

0 k=0

In2

Cette série est divergente d’apres les regles de Riemann car ). I, est équivalentsa }. =

n=0 n=0
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Chapitre 7 - Exercice A.2.32

3. ¢ Résolution de xy'(x) —2y(x) = x>.

L’équation est bien définie pour x € R. Cependant pour la résoudre nous devons isoler y’ :
/ 2 2
y(x)= ;y(x) + x°.

On pose a(x) = % et b(x) = x°. Les fonctions a et b sont continues simultanément sur les intervalles I; =
]—o0,0[ et I, =]0, +oo[ donc on résoud I'équation différentielle sur chaque intervalle puis on cherchera une
solution maximale sur R si elle existe.

Une primitive de a est

2
A(x)=/—dx:21n|x|:lnx2.
X

La forme générale des solutions de I'équation homogeéne est, sur chaque intervalle,

Clelnx2 =C1x%, sixel
yh(x): , C,CeR.

2 .
Coe™* = Cox?, sixel,

On fait varier la constante pour déterminer une solution particuliere : on pose y,(x) = ¢(x) x2. On calcule la
dérivée

yp(0) = @' (x)x% +2xp(x).
On obtient, pour x€ I ou x € I,

xy;,(x)—Zyp(x)=x3 o x((p'(x)x2+2x(p(x))—Z(p(x)x2=x3

o ¢wl=x°

s ¢'x=1

Une primitive est donc ¢(x) = x et une solution particuliere est y, (x) = x3.
Finalement, la forme générale des solutions de I'’équation avec second membre est donc

Cix*+x% sixel
y(x) = yp(x) + ypx) = , C,CeR.

Cox®+x3, sixel

e Résolution de xy'(x) — y(x) = xsin(x).

L'équation est bien définie pour x € R. Cependant pour la résoudre nous devons isoler y’ :
1
¥ (x) = ;y(x) + xsin(x).

On pose a(x) = % et b(x) = xsin(x). Les fonctions a et b sont continues simultanément sur les intervalles
I =] —00,0[ et I, =]0, +oo[ donc on résoud I'équation différentielle sur chaque intervalle puis on cherchera
une solution maximale sur R si elle existe.

Une primitive de a est

1
A(x):f—dlenlxl.
X

La forme générale des solutions de I'équation homogeéne est, sur chaque intervalle,

, C,CeRet 61 =-Ci.

Cleln\x|=C1|x|=_C1x=61x, six€11 =]—O0,0[
yh(x): | i
¥ = Gyl = Cox, sixe I =10, +ool
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On fait varier la constante pour déterminer une solution particuliére : on pose y,(x) = ¢(x)x. On calcule la
dérivée
Vp(x) = @' () x + @ (x).
On obtient, pour xe I oux€ I,
xYp(X) = yp(x) = **sin(x) o  x(¢ (0)x+@x)—@x)x=x*sin(x)
o @' (x)x? = x*sin(x)
< ¢ (x) =sin(x)

Une primitive est donc ¢(x) = — cos(x) et une solution particuliere est y,(x) = —x cos(x).
Finalement, la forme générale des solutions de I'’équation avec second membre est donc

Cix—xcos(x), sixel

y(x)=yh(x)+yp(x)={ . , C,CGeR
Cox—xcos(x), sixel,

‘y(x) =Cx—xcos(x)|, CeR.

« Résolution de y'(x) — % y(x) = xArctan(x).

Contrairement aux deux cas précédents, cette équation n’est pas définie en x = 0. On isole y' :
, 1
y(x) = ;y(x) + xArctan(x).

On pose a(x) = ;lc et b(x) = xArctan(x). Ces deux fonctions sont simultanément continues sur les intervalles
I, =] —00,0[ et I, =]0,+occ[ donc on résout I'’équation différentielle sur chaque intervalle. Mais nous ne
chercherons pas de solution maximale sur R.

Une primitive de a est

1
A(x)=f—dx=1n|x|.
X

La forme générale des solutions de I'équation homogeéne est, sur chaque intervalle,

Cié™M =y lx|=-Cix=Cix, sixel; =]-o00,0[ _
, C1,CeRetCy =—-Ci.

Yr(x) = {

Czelnlxl :C2|x| =C2x, SleIZ =]0,+OO[

On fait varier la constante pour déterminer une solution particuliére : on pose y,(x) = ¢(x)x. On calcule la
dérivée
Yp(0) = @' () x+p(x).

On obtient, pour xe I oux€ I,

V() = %yp(x) = xArctan(x) < (¢'(X)x+@(x)) - % x (x)x = xArctan(x)

< ¢/ (x)x = xArctan(x)

< ¢ (x) = Arctan(x)

On calcule une primitive de cette fonction a I'aide d'une intégration par parties

1
@x) = fArctan(x) dx = xArctan(x) —[ s dx = xArctan(x) — = In(1 + x2).
1+ x2 2
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Une solution particuliére est donc
2 1 2
yp(x) = x@p(x) = x“Arctan(x) — Exln(l + x°).

Finalement, la forme générale des solutions de I’équation avec second membre est donc

C1x + x2Arctan(x) — %xln(l +x%), sixel
Y(x) = yp(0) + yp(x) = ) ) , ) , G, G eR.
Crx + x“Arctan(x) — Exln(l +x°), sixel
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Chapitre? - Exercice A.2.34

1. Il s’agit de déterminer la décomposition en éléments simples de F(x) = m Ona
1 a b c
FX)=————=—+——+
x(x—-D(x+1) x x-1 x+1
1
a= [XF(x) x=0 [(x_ D(x+1) ]x:O =-1
1 1
b= [(x_ I)F(x)]le B [x(x+ 1) ]x:I B 5
1 1
€= [(x+ l)F(X)]x:—l B [_x(x— 1) ]x:—l - 5
Donc
1 1

F(x)=—l+ +
x 2(x-1) 2(x+1)

2. Résolution de x(x* - 1)y’ +2y = x2.

Cette équation est bien définie pour tout x € R. Cependant pour la résoudre il faut isoler y’ :

X
!
X)=—————y(X)+ 55—
y ) x(xz—l)y() x?-1
On pose a(x) = — ﬁ et b(x) = 755 Les fonctions a et b sont continues simultanément sur les intervalles
L =]-o00,-1[, b =] -1,0[, I3 =]0,1[ et I4 =]1,+o0o[ donc on résoud I'’équation différentielle sur chaque

intervalle puis on cherchera une solution maximale sur R si elle existe.
Une primitive de a est

2 2 1 1 x?
Alx) =f——dx:f(————— dx=Inx*—In|x-1|-In|x+1|==1In _
x(x2-1) x (x-1 (x+1 |x2 —1|
La forme générale des solutions de I'équation homogene est, sur chaque intervalle,
In =2 2 2 .
Cie ‘xLHZClﬁzcl(x;C—_l), sixel) =]—o0,-1]
x2 2 ~ x2 .
CGreag=-Crey =Gy sixek=]-1,0 C1,C,C3,Co R
yh(JC)=< 2 2 ~ . ’ etézz—CZ,égz—C3.
C3|x2_1| :_CS *-1 :C?) x2-1)’ Slx€13 :]0)1[
x* x? . _
Cirp = Gy sixe Iy =]1,+o00]

. . P . . . LN 2
On fait varier la constante pour déterminer une solution particuliere : on pose y,(x) = ¢(x) (xf—_l) On calcule
la dérivée
x? 2x

@-n W

On obtient, pour xe [[ouxehouxelz3ouxe ly

Yp(0)=¢'(x)

2

X
(x2-1)
2

(x*-1)

)+2 (x)x—z—x2
eIy T

2_1y 2y, =x* o x(x*-1|¢'(x) —@(x) al

X =Dyp(0) +2yp(x) = x i (e P
2

)+2(,0(X)m—x

2

& ((p'(x)x3 —@(x)

o ¢ x=x

, 1
e <p(x)=;
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Une primitive est donc ¢(x) = In|x| et une solution particuliere est y, (x) =
Finalement, la forme générale des solutions de I'’équation avec second membre est donc

x2
(-1

Y(x) = yp(x) + yp(x) = S

x2

(x*-1)
X2
(x?-1)
xZ
(x>-1)
x2
(x2-1)

(Cy +In|x)),
(Co +1nx)),
(53 +Inx),

(C4 +1Inx),

sixel; =] —o0,-1]
sixel,=]-1,0]
sixelI3=]0,1[

sixely=]1,+00[

)

In|x|.

C1,Cy,C3,Ci€R.
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Chapitre 7 - Exercice A.2.35

1. En posant y,(x) = ax dans (E), on obtient
a-a-a*x*=-9x* o a* =9 a=+3.

Comme a > 0, il reste a = 3. Une solution particuliere est y,(x) = 3x.

1

2.0npose y(x) =3x— dans E : on calcule y’

z(x)
"(x)
() =3+ =
Y =3t e
et on susbtitue ces expressions dans (E)
! 2 !
N z(x)2 _(3_ 1 )—(3x—i) PR z(x)2+ 1 _9x2+6_x_;2:
(z(x)) xz(x) z(x) (z(x))=  xz(x) z(x)  (z(x))

z'(x) -1 1 ( 1)
2 44— |6x+—|=0
(z(x)?  z(x) X

On multiplie par (z(x))? et on obtient une équation différentielle linéaire du ler ordre

Z(x) + (6x+ %) z(x)=1

3.0nisole z':| 2/ = - (6x+1)z+1|
1 e—3x2
a(x) = —(6x+ p = A(x)=-3x*-Inx=> zpx)=C pall CeR.
_3x2
On cherche une solution particuliere sous la forme z,(x) = ¢(x) ¢ ; donc
1
¢'(x0) = x> (x) = Ee3xz
Finalement,
+ = (x)=3 1 3
Z=ZhT 2p Y =3 = =3 -
X 1 3x + =
ce X + Bx Ce 6

-9x

2
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Chapitre 7 - Exercice A.2.36

On peut mettre 'équation sous la méme forme qu’a l'exercice A.2.35, soit

1
(E) y’(x)+@—y2(x)=——

2 x>0.
1. On pose yp(x) = 1, alors y),(x) = - et
! yp(x) 2 _ 1 1 1 B 1
e LA A R R

La fonction y,, est bien une solution particulére de (E).

2.0n pose y(x) = % - ﬁ et on cherche I’

1

équation différentielle dont z est solution :

o Y 21 2 i_;_(l_L)z__i
y o+ X yo= x2+z2(x) 2 xzx) \x zx))  x2
z’(x)_ 11 2 1 1
Z22(x) xz(x) x2 xz(x) Z%(x) @ x?
Z(x)-1 1
z2(x) xz(x)
, 1
=> |z2(x)=—2z(x)+1]|
X

3. On trouve zj(x) = % et z,(x) = 5. Finalement

2x

~ ]

1
z=zptzy; = y(x)z;—

avec C=—-2CeR.
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Chapitre 7 - Exercice A.2.31

0

s

dt.| Calcul de ] ’

COsXx

dx.

2.On doit utiliser le changement de variable ¢ = tan § donc x = 2arctan t = dx = 1+2_t2
Ona
1
=0etr=0 et x—not—tann— 2 _ 1
x= = == =tan= = — = —,
3 6 V3 3
2

F1+12
——dt
cosx 1—1‘21+t2
i

i 2
=f3—dt
o 1—1¢2

sl 1 1
:fﬁ(—+—)dt
0 1-¢t 1+1¢

1 1+L
L +1 +1 +1
:[—lnll—t|+ln|1+t|]‘/§zln Y3 _n v3 (V3+1) (V3+1)
0 1-— V- (\f D (V3+1)
3
21
Calculde[ ——dx.|Ona
T sinx
1
)c_—a»t—tan——i:L et x:zcn‘:tanz:l
3 6 & V3 2 4
z L1+ 2
J; G- fl TP
z sinx L2t 141

21
Calculdef —dx.|Ona
0 2+cCosx
b b
x=0o1t=0 et xX=—ot=tan—=1.
2 4
l—tanzg 2(1+tan2§)+1—tan2§ 3+tan2§
2+cosx=2+ == < = =
1+tan2§ 1+tan2§ 1+tan2§
1 1144 2
f —dx:f Hr_c g
0 2+cosx 0 3+121+1¢2
)
[
0 3+¢

2l 1
:§f Tz
0 +(7§)

Nouveau changement de variable : u = L > dr=+v3du.

V3

1

71 2

—dx=- V3du
fo 2+cosx 3/0 1+u2
]%_Zx/gn_\/gn

2vV3
=— [ arctan u =
3 0 3 6 9

=In@2+V3)
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