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ofF-----

onad(x) — 0, plus précisément :
X—a
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Rappel : n! =1 x 2 x --- X netenparticulier0! =1, 1l=1, 2!=2 31=6,...

Exemple : Considérons le polyndme P(x) = x> + 4x*> — x + 7. Calculons P(0), P'(0), ...
Que remarque-t-on ?

Correction.

Soit P une fonction polynoéme de degré n € N de la forme

P(x) =ap +ajx+ -+ + apx".

Alors les coefficients vérifient ay = ,pourk =0,...,n.

preuve : en cours
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Proposition (Formule de Taylor pour les polynomes)

Soit a € R. Toute fonction polynéme P de degré n € N peut s’écrire

p) (a)
n!

(x—a)+---+

(x —a)".

Exemple : Reprenons le polyndme P(x) = x> + 4x> — x + 7 aveca = 1.

Vérifions que P(x) = P(1) + P'(1)(x — 1) + P”z(!l)(x —1)% + %(x —1)3.

Correction. en cours

Theorem (formule de Taylor-Lagrange)

Soit f une fonction n + 1 fois dérivable sur un intervalle ouvert I et a € 1. Alors quel que soit x € 1, il existe
un 0 € 10, 1[, tel que :

xX—a x—a)? x—a)? _a)n !
A e O R ()}

=Py (x—a)
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preuve. dans le cas n = 2.
hypothese : f est 3 fois dérivable sur un intervalle /.

but : Pour a et x fixés, déterminer C € R tel que f(x) — Po(x — a) — C(x — a)® = 0
dém :

Theorem (formule de Taylor-Young)

Soit f une fonction de classe €", n € N, sur un intervalle I. Alors il existe une fonction € telle que
0)
Vxel, f(x) =f(a) +f'(a)(x—a) + -+ fT(a)(xf a)"+ (x —a)’e(x —a) ete(x —a) — 0.

x—a

Autre écriture : on peut poser h = x — a < x = a + h. La formule devient
(n)
Vx=a+hel, fla+h)=fla)+f(ah+- -+ Op i pre(h) ete(h) =0

preuve : ¢’est un corollaire de la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre (n — 1).

A Soit P un polyndme de degré n € N. Les restes d’ordre strictement inférieure a n sont non nuls.
Exemple. Le développement de T-Y a I’ordre 2 de P(x) = X +4x2 —x+Taveca = lest

P(x)=...
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Fonction exponentielle :

Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = ¢*.
La fonction f est infiniment continiiment dérivable (de classe ™).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young a tout ordren € Nena = 0.

Ainsi il existe une fonction ¢ telle que Vx € R,
(3) (n)
£ = FO) + £/ O+ 02 p L2003 4 2O e (1), avee e(x) =0

orvkeN, fO(x) = e = fR(0) = 1et

2 3
x"

e ldxt s e e (x)
2 [§ n!
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@ Fonction logarithme népérien :

Soit f 1a fonction définie sur | — 1, +00[ par f(x) = In(1 + x).
La fonction f est infiniment continiiment dérivable (de classe ™).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young & tout ordre n € Nen a = 0.

Ainsi il existe une fonction ¢ telle que Vx > —1,

" (3) (n)
f(x) = £(0) + f'(0)x + f—z(lo)xz + fis!(o) Ot fin!(o)x" + x"e(x), avec e(x) e 0.

1 q — k=L (g—1)1
Or,{}t:()%: = @{f () =~ oz :}{f(3)(x)= C5E ¢~~-©{f(k)(x): %

© 1"(0) = ~1 [0 =2 FO0) = (=1 k=
et
.xz x3 n—1 x" 1
In(l+x) =x— 5+ & = (D" e (x)
2 3 n
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