


MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

b
I Définition de I’intégrale J f(t)dt,a,beR.

a

Intégrale d’une fonction étagée

Definition (subdivision)

Soit [a, b] un segment de R, avec (a < b), et N € N*. On peut découper cet intervalle en N sous-intervalles
N—1

[xi,Xi41] pouri = 0,...,N — 1 tels que [a,b] = | [xi,xit1] et
fi=

Ty T T T3 T4

a=x)<x; <. -<xy—] <xy=>b. L 3
T T
—o0 a b +oo
Lensemble {xo;x;...;xn} est appelé subdivision de [a, b] et card {xo; x1;...;xn8} =N + 1.
Cas particulier : on utilisera le plus souvent une subdivision réguliére a N + 1 points de pas
Xiy1 —Xi=h= b;“ . Ainsi, xo = a,x; =a+h,--- ,xi=a-+ih, - - etxy = a+ Nh = b.
izp'u x1 T Tit1 Ty i\
h h
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Soitf : [a,b] — R une application. On dit que f est étagée s’il existe N € N* et une subdivision a N + 1
points {xp; x; . ..;xn} tels que f est constante sur chaque intervalle ouvert |x;, x;+ 1| pouri =0,...,N — 1.

Exemple :

y = f(=)

T

f n’est pas nécessairement continue aux
‘ i points de la subdivision x;, mais admet des
T limites a gauche et a droite de x;.
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Soitf : [a,b] — R une fonction étagée sur la subdivision {xo; x1;...;xn}. Si

b N—1
alors on définit ’intégrale de f sur [a, b] par la formule J f(t)dt = Z ai(xit1 — xi) |
a i=0

¥i=0,...,N—

1, Ja;eR, Vxelnxii], f(x) =

Exemple :
Y
s 1 xo=-3, xi=-1, xx=2et x3=4.
—— y=7@ o sur Jxo,x;[,onaf(x) = —2
o 34 o sur x;,x[,onaf(x) =4
2 o sur |xp,x3[, onaf(x) = —1
. 14
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Intégrale de Riemann

Soitf : [a,b] — R une application bornée. On dit que f est intégrable si
Ve >0, 3N € N* et 2 fonctions étagées uy et Uy sur une subdivision {xo; x1; . . .; xn}, tels que

Vi=0,...,N—1, Vxe€lx,xi1[, un(x)<f(x) < Uy(x)et fb (Un(t) —un(t)) dt < e.

Toute application définie et monotone sur [a, b] est intégrable sur [a, b]
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Démonstration : dans le cas f croissante.

Soit N € N*. On pose h =
Pouri=0,...,N —1,s0itx; = a + ih.
Sur Jxi, xi41[, on pose uy (x) = f{x;) et Un(x) = f(x;41).

e On a bien un{x) < f(x) < Un{(x) sur Jox;, x;q1]

Q -t

b
Onaf uy(t) dr = Z Bf (%) etJ Un(t)dt = Z f (xig1)

y=Uy(2) |
ZZZZZ ¢ On étudie la dlfference
b
vz f (Un(1) = un (1)) dt = h[f(xn) — f(x0)] = hlf(b) — f(a)].

a

o Il reste & montrer que Ve > 0,IN € N* | h[f(b) — f(a)] < e (cf chapitre 3) :

Soite > 0.Onrésout,  h[f(b) — f(a)] <e < EA2[f(b) — f(a)] <e < N> 24[f(b) — f(a)]
oy b

Onpose N = E(M) + 1 > 0. On a bien trouvé N € N*, tel que j(UN(t) —un(t)) dt < e.
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Soit f une application intégrable sur [a, b]. On note

b

A= {a = J u(t) dr; u est étagée et u sf} etB:= {B = J U(t) dt; U est étagée et f < U}.
a a

Alors A admet une borne supérieure et B admet une borne inférieure. De plus, sup A = inf B.

preuve : « On montre que sup A et inf B existent.
¢ On montre que sup A < inf B avec chap 2, ex A.2.10.
e On montre que inf B — supA = 0 avec chap 4, ex A.2.10.

Soitf : [a,b] — R une application intégrable. Alors, on définit I’intégrale de f sur [a, b] par
b
J f(t)dt = sup A = inf B.
a




	

