
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Chapitre 7 - Intégrale simple et primitive
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MT02 - Fonctions d’une variable réelle

I Définition de l’intégrale
» b

a
f ptq dt, a, b P R.

A Intégrale d’une fonction étagée

Definition (subdivision)

Soit ra, bs un segment de R, avec pa   bq, et N P N�. On peut découper cet intervalle en N sous-intervalles

rxi, xi�1s pour i � 0, . . . ,N � 1 tels que ra, bs �
N�1�
i�0

rxi, xi�1s et

a � x0   x1   � � �   xN�1   xN � b.
a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x
x0 x1 x2 x3 x4

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x x x x x x x
x0 x1 xi xi+1 xN−1 xN

h h

y = f(x)

x

y

a b

[

]

]

[
][ ]

x0

x1 x2

x3 xN

y = f(x)

x

y

a b

] [

]

[[ ]

1

L’ensemble tx0; x1; . . . ; xNu est appelé subdivision de ra, bs et card tx0; x1; . . . ; xNu � N � 1.

Cas particulier : on utilisera le plus souvent une subdivision régulière à N � 1 points de pas

xi�1 � xi � h � b�a
N . Ainsi, x0 � a, x1 � a � h, � � � , xi � a � ih, � � � et xN � a � Nh � b.

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x
x0 x1 x2 x3 x4

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x x x x x x x
x0 x1 xi xi+1 xN−1 xN

h h

y = f(x)

x

y

a b

[

]

]

[
][ ]
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Definition (fonction étagée)

Soit f : ra, bs Ñ R une application. On dit que f est étagée s’il existe N P N� et une subdivision à N � 1
points tx0; x1; . . . ; xNu tels que f est constante sur chaque intervalle ouvert sxi, xi�1r pour i � 0, . . . ,N � 1.

Exemple :

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x
x0 x1 x2 x3 x4

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x x x x x x x
x0 x1 xi xi+1 xN−1 xN

h h

y = f(x)

x

y

a b

[

]

]

[
][ ]

x0

x1 x2

x3 xN

y = f(x)

x

y

a b

] [

]

[[ ]

1

f n’est pas nécessairement continue aux
points de la subdivision xi, mais admet des
limites à gauche et à droite de xi.
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MT02 - Fonctions d’une variable réelle

Definition (intégrale d’une fonction étagée)

Soit f : ra, bs Ñ R une fonction étagée sur la subdivision tx0; x1; . . . ; xNu. Si

@ i � 0, . . . ,N � 1 , Dαi P R , @ x P sxi, xi�1r, f pxq � αi

alors on définit l’intégrale de f sur ra, bs par la formule
» b

a
f ptq dt �

N�1̧

i�0

αipxi�1 � xiq .

Exemple :

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x
x0 x1 x2 x3 x4

a b
[ ]

+∞−∞
x x x x x x x x x x x
x0 x1 xi xi+1 xN−1 xN

h h

y = f(x)

x

y

a b

[

]

]

[
][ ]

x0

x1 x2

x3 xN

1

2

3

4

5

-1

-2

-3

1 2 3 4-1-2-3

y = f(x)

x

y

]

]

[
]

1

x0 � �3, x1 � �1, x2 � 2 et x3 � 4.

 sur sx0, x1r, on a f pxq � �2

 sur sx1, x2r, on a f pxq � 4

 sur sx2, x3r, on a f pxq � �1

» 4

�3
f ptq dt �

� 2p�1 � p�3qq � 4p2 � p�1qq � p�1qp4 � 2q � 6
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MT02 - Fonctions d’une variable réelle

B Intégrale de Riemann

Definition (fonction intégrable)

Soit f : ra, bs Ñ R une application bornée. On dit que f est intégrable si
@ ε ¡ 0, DN P N� et 2 fonctions étagées uN et UN sur une subdivision tx0; x1; . . . ; xNu, tels que

@ i � 0, . . . ,N � 1 , @ x Psxi, xi�1r, uNpxq ¤ f pxq ¤ UNpxq et
» b

a
pUNptq � uNptqq dt   ε.

Theorem

Toute application définie et monotone sur ra, bs est intégrable sur ra, bs

preuve. en cours

Responsable: Frédérique Le Louër 4 / 6
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Démonstration : dans le cas f croissante.

y = f(x)

y = U
N

(x)

y = u
N

(x)

x

y

ba

<ε

[ ]

[

x x x x x x x x x x x
x0 x1 xi xi+1 xN−1 xN

3

Soit N P N�. On pose h � b�a
N .

Pour i � 0, . . . ,N � 1, soit xi � a � ih.
Sur sxi, xi�1r, on pose uNpxq � f pxiq et UNpxq � f pxi�1q.


 On a bien uNpxq ¤ f pxq ¤ UNpxq sur sxi, xi�1r

On a
» b

a
uNptq dt �

N�1̧

i�0

hf pxiq et
» b

a
UNptq dt �

N�1̧

i�0

hf pxi�1q


 On étudie la différence :» b

a
pUNptq � uNptqq dt � hrf pxNq � f px0qs � hrf pbq � f paqs.


 Il reste à montrer que @ ε ¡ 0, DN P N�, hrf pbq � f paqs   ε (cf chapitre 3) :

Soit ε ¡ 0. On résout, hrf pbq � f paqs   ε ô b�a
N rf pbq � f paqs   ε ô N ¡ b�a

ε
rf pbq � f paqs

On pose N � Ep pb�aqrf pbq�f paqs
ε

q � 1 ¡ 0. On a bien trouvé N P N�, tel que
» b

a
pUNptq � uNptqq dt   ε.
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Proposition

Soit f une application intégrable sur ra, bs. On note

A :�

"
α �

» b

a
uptq dt; u est étagée et u ¤ f

*
et B :�

"
β �

» b

a
Uptq dt; U est étagée et f ¤ U

*
.

Alors A admet une borne supérieure et B admet une borne inférieure. De plus, sup A � inf B.

preuve : 
 On montre que supA et inf B existent.


 On montre que supA ¤ inf B avec chap 2, ex A.2.10.


 On montre que inf B � supA � 0 avec chap 4, ex A.2.10.

Definition

Soit f : ra, bs Ñ R une application intégrable. Alors, on définit l’intégrale de f sur ra, bs par» b

a
f ptq dt � sup A � inf B.
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