
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

III Continuité d’une fonction

Definition

Soit Ω un intervalle de R et f une application définie sur Ω. On dit que f est continue en a P Ω si

@ ε ¡ 0, Dη ¡ 0,@ x P Ω,
�|x � a|   η ñ |f pxq � f paq|   ε

�
.

Négation de la continuité : Dε ¡ 0,@η ¡ 0, Dx P Df ,
�
|x � a|   η et |f pxq � f paq| ¥ ε

	
Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f pxq �

$&
%

0 si x   2
1 si x � 2
2 si x ¡ 2

.
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Montrons, à l’aide de la définition, que f n’est pas continue en
a � 2.

D ε � 1
4 , @ η ¡ 0, D x�0 � 2 � η

2 P R,�
|x�0 � 2| � η

2   η et |f px�0 q � f p2q| � 1 ¥ ε
	

Remarque. On définit de la même façon la continuité à gauche (avec a � η   x ¤ a) et la continuité à droite
(avec a ¤ x   a � η).
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Proposition (Résumé)

Une fonction f est continue en a P Df si et seulement si l’une ou l’autre des caractérisations suivantes est
satisfaite :

1 D ℓ P R, lim
xÑa

f pxq � ℓ et ℓ � fpaq.
2 D ℓ P R, lim

x Ñ a
x ¡ a

f pxq � ℓ et lim
x Ñ a
x   a

f pxq � ℓ et ℓ � fpaq.

Theorem (caractérisation de la continuité à l’aide des suites)

(il suffit de poser ℓ � f paq dans la caractérisation de la limite)

f est continue en a P Df ô @pxnq,
�

xn Ñ
nÑ�8

a et @n P N, xn P Df ñ lim
nÑ�8

f pxnq � f paq
	

NB : on peut intervertir le passage à la limite avec toute fonction continue en a

lim
nÑ�8

f pxnq � f
�

lim
nÑ�8

xn

	

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f pxq � 1Qpxq �
"

1 si x P Q
0 si x P RzQ , appelée fonction de

Dirichlet.
Montrer, à l’aide des suites, que f n’est ni continue à droite, ni continue à gauche en a � 0.

Correction. en cours
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Theorem (somme/produit/quotient)

Soient f et g deux applications définies sur un intervalle I et continues en a P I. Alors les applications pλf q
(avec λ P R), f � g et fg sont continues en a. De plus, si @ x P I, gpxq �� 0 alors f

g est continue en a.

NB : 1⃝ On admet que toute fonction composée de fonctions usuelles à l’aide des opérations précédentes est
continue sur son domaine de définition. (exemples : f pxq � x2 � cospxqetan x ou f pxq � sinpxq?

α2�x2
.)

2⃝ On note f P C 0pIq si f est continue en tout point a P I.

Theorem (composition)

Soit f une application définie sur un intervalle I et a P I.
Soit g une autre application définie sur un intervalle J tel que Im f � J.
On suppose que

1 f est continue en a,
2 g est continue en b � f paq.

Alors la composée g � f : I Ñ R est une application définie sur I et continue en a.
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Definition (prolongement par continuité en un point a)

Soit Ω un intervalle, a P Ω et f une application continue sur Ωztau. On suppose que f admet une limite ℓ P R

en a ( càd lim
xÑa

f pxq � ℓ ). Alors on peut définir une fonction notée rf sur Ω p� Ωztau Y tauq par

rf pxq � "
f pxq si x �� a
ℓ si x � a

La fonction rf ainsi construite est continue sur Ω. On dit que rf est le prolongement par continuité de f en a.

Exemple : On pose f pxq � tan x
x sur Df �s � π

2 , 0rYs0, π
2 r. Montrer que f est prolongeable par continuité

en a � 0 en une fonction rf à préciser.

Correction. en cours.

1 Ici, Ω � s � π
2 ,

π
2 r, a � 0 et f pxq � tan x

x � sin x
x cos x définie bien une application continue sur Ωzt0u.

2 On sait que lim
xÑ0

sin x
x � 1 donc lim

xÑ0
f pxq � lim

xÑ0
sin x

x � 1
cos x � 1 � 1 � 1.

3 On en déduit que f est prolongeable par continuité en a � 0 en la fonction rf définie et continue sur Ω par# rf pxq � tan x
x , si x �� 0rf p0q � 1 .
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