MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

@ Fonctions Lipschitziennes et étude de suites récurrentes u, 1 = f(un)

Certains critéres sur la fonction f permettent de conclure sans passer par la représentation graphique de (uy).

Definition
© On dit que f vérifie la condition de Lipschitz de rapport K € [0, +oo[ sur [ si
Vxel, Vyel, |f(x) —f(y)] < Klx—)l.

(On dit aussi que f est K-Lipschitzienne.)
@ De plus, si0 < K < 1, on dit que f est contractante.

Remarques : (O) on a montré (A.2.12 du chap. 4) que si f est contractante alors f admet un unique point fixe.
@ D’apres 1°égalité des accroissements finis, si f est de classe %! sur I et f’ est bornée alors K — max If7 (x)].
Xe

Theorem

On suppose que f est contractante sur I et admet un point fixe noté £ € I.
Alors la suite récurrente (uy) converge vers L.

preuve. en cours
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La démonstration de ce théoreme est a connaitre par ceeur.

Hypothése1:30 < K < 1, V(x,y) €I x I, |f(x) —f(y)| < K|x — |
Hypotheése2: 32 € I, £ = f(¢).

Démonstration : Elle se fait en 3 étapes :
(i) étape 1 : on pose x = u, ety = £ dans 'Hyp. 1 et on obtient |[f(uy) — f(£)| < K|un — ¥|

(ii) étape 2 : on montre par récurrence que‘ VneN, [u, — £ < K"up — ¢ ‘

Initialisation 37 = 0 : on a |ug — £| = K°|ug — £|, I’égalité entraine I’inégalité.
Hérédité : Soit n = 0, tel que |u, — €| < K"|up — ¢|.
On utilise I'Hyp. 2 pour écrire |f(un) — f(£)| = |un4+1 — £|. Ainsi, d’apres I’étape 1 on a

[ttns1 — €] < K|un — ¢ = |tns1 — €] < K x K'ug — €] = K" ug — ¢
par Hyp. Réc.

La proposition est vraie au rang n + 1.

(iii) étape 3 : La suite de terme général K" |uy — €| est une suite géométrique de raison 0 < K < 1 donc elle

converge vers 0. D’apres le corollaire 1 du théoreme des gendarmes, la suite u, — £ . 0. De facon
n—o0

équivalente, u, — /.
n—oC
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Fonctions convexes

On dit que f est convexe sur un intervalle / si

Y(a,b) el x 1, Vtel0,1]
Dans le cas « = », on dit que f est concave.

flta+ (1 —0b) < 1f(a) + (1 = 0f (b)-

Exemple de fonction convexe

8] = {(w, )2, 3re (0,1, () = (1 )+ (10,5 )

x

------------- (@)

I

— {(x,y)eR?, re[0,1], x =ta+(1 — Obety = f(x)}

G est au-dessus de ses tangentes en tout point.

Sif est de classe € sur un intervalle I alors

festconvexe < Vxel, f'(x)=0.

preuve. en cours

«40» «F)»r « =) 4« »
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Soit f une application de classe € et convexe sur un intervalle I. Alors,
da€l, f'(a)=0 = f(a) est le minimum global de f sur I.
preuve. en cours
Exemple.

f(x) = ax* + bx + caveca > 0
Soit f une application de classe € et concave (cad f” < 0) sur un intervalle 1. Alors,
Ja€l, f'(a)=0 = f(a) est le maximum global de f sur I.
preuve. 11 suffit de remarquer que  f concave = (—f’) convexe.
Exemple. f(x) = ax’ + bx + caveca <0
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Exercice de cours de la section A.1

Pour une meilleure compréhension du cours, vous pouvez faire les exercices suivants :

e Chapitre 4 : A.1.25, A.2.18, A.2.19 (convergence simple et uniforme de suites de fonctions)
e Chapitre 4 : A.1.26, A.1.27 (convergence simple et uniforme de séries de fonctions)

e Chapitre 5: A.1.5, A.1.6

o Chapitre 5 : A.1.9, A.1.10

e Chapitre 5 : A.1.13

Ces exercices sont a faire en dehors des TDs et avant les 3h de TDs qui suivent ce cours.
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