Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert Q. On suppose ¥ a € Q, f’(a) > 0. Alors f est
bijective de Q sur (). De plus, son application réciproque f~" est définie et dérivable de f(2) vers Q et
Vb e f(Q), (F71)'(0) =

1
)

—1 —1
preuve de la formule : Soit b € f(2) ety € f(£2). On veut montrer que linz uy existe.
y—

Remarque :

O Le théoréme est bien-entendu valable en considérant I’hypothése Va € Q, f/(a) < 0.

@ les fonctions dérivées f et (f ')’ sont de méme signe donc f et f~! ont la méme monotonie.
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Autre version du théoréme de bijection lorsque le domaine de définition est un fermé borné :

Soit f une application continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. On suppose ¥ x € la, b[, f'(x) > 0. Alors f
est bijective de [a, b] sur f([a, b]).
De plus, son application réciproque f

est définie et continue de f([a, b]) vers [a, b]
et dérivable sur f(]a, b[)

we et 00 = Frziy

>0
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction sinus et arc sinus

Exemple 1: Soit f définie par| f(x) = sinx sur [a,b] = [T, T]|

Q@ OnaVxela,b[=] = %, Z[, f'(x) = cosx > 0. Donc f est strictement croissante et bijective de
la,0] =[5, 3]versf([a,b]) = f([~3, 2]) = [F(=3), F(5)] = [-1, 1.

@ La fonction f est continue. D’apres le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée

Arcsin, définie et continue sur [—1, 1] et a valeur dans [ 7, 7.

© D’apres le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arcsin est dérivable sur

fQa, by =] =1, 1] et

1
V11— x2

Arcsin’(x) =

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2

Responsable: Frédérique Le Louér



MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction cosinus et arc cosinus

Exemple 2 : Soit f définie par‘f(x) = cosx sur [a,b] = [0, 7] ‘

@ OnaVux€]a,b[=]0, 7[, f’(x) = —sinx < 0. Donc f est strictement décroissante et bijective de
la,b] = [0, 7] vers f([a, b]) = f([0, 7]) = [f(m), F(0)] = [~1,1].

@ La fonction f est continue. D’apres le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée
Arccos, définie et continue sur [—1, 1] et a valeur dans [0, 7].

© D’apres le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arccos est dérivable sur

f(a,b[) =] — 1, 1[et

1
V1 —x2

Arccos’(x) = —

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction tangente et arc tangente

Exemple 3 : Soit f définie par| f(x) = tanx =

__ sin

Osjc Sur]a7 b[=] - %7 %[ i

©Q OnaVxe€la,b[=] — % % ) =

= 1 + tan?x > 0. Donc f est strictement croissante et
bijective de Ja, b[=] — T, E[Versf(]a b[) =f(0- 3, 5D = R. @deéailter)
@ La fonction f est continue. D’apres le chapitre 4, elle admet donc une application réciproque, appelée
Arctan, définie et continue sur R et a valeur dans | — 5, F[.
© D’apres le th. de bijection du chapitre 5, on peut en déduire que Arctan est dérivable sur f(|a, b[)

=Ret

1
Arctan’(x) =
) 1+ x2

Voir la courbe représentative au paragraphe 5.3.2
Responsable: Frédérique Le Louér
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