MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

V Suites de fonctions

Definition (suite de fonctions)

Soit D une partie non vide de R. Soit (f;, ),en une suite de fonctions définies sur D a valeurs dans R.

On dit que (f;)nen converge simplement vers la fonction f sur D ssi| Vx € D, lirll falx) =f(x) |
n—+o0

La fonction f est appelée limite simple.

Exemple 1. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (f;),>0 ou f(x) = x".

Correction. en cours

Exemple 2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (fu),>1 ol fu(x) = nsin 7.

Correction. en cours

Exemple 3. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (f;,),>1 o fy(x) = =, avec

no4x2°
a€eR.

Correction. en cours
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Definition (Convergence uniforme d’une suite de fonctions)

Soient (f )n=n, une suite de fonctions définies et bornées sur une partie D non vide de R.

Pour tout entier n > ng, on pose u, = sup {|fa(x) — f(x)

; x € D}.

La suite (f,) converge uniformément vers f sur D si et seulement si

O la suite (iy)n3n, est bien définie dans R,
Q lim u, =0.

n— 00

Exemple 1. La suite de fonctions définies sur D = R par f;,(x)

définie par f(x) = |x]|.

Correction. en cours

Exemple 2. La suite de fonctions définies sur D = R par f, (x) =

limite simple ssi o > 2.

Correction. en cours

A/ ”iz + x2 converge uniformément vers f

_hx

a4 converge uniformément vers sa

Exemple 3. La suite de fonctions définies sur D = [0, 1] par f,(x) = x" ne converge pas uniformément vers

sa limite simple.

Correction. en cours
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Soit (fu) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f sur D.
De plus si (fn) est une suite de fonctions continues sur D alors la limite f est une fonction continue sur D et
lim (lim x)zlim( lim x).
n—+o0 x—»afn( ) x—a n—>+oofn( )

A Ce résultat est faux en général si la convergence n’est pas unniforme : pour f,(x) = x",

x—1

i, (i)

iy, 50) -

A La limite simple f(x) peut étre continue sans qu’il y ait convergence uniforme.
Il n’y a pas équivalence.
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