
MT02 - Fonctions d’une variable réelle

B Recherche d’extrema locaux

ÝÑ on peut utiliser un DL de f en a pour déterminer la nature de l’extremum local f paq.

On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert Ω

et a P Ω vérifie f 1paq � 0 .

1 On suppose que f admet un DL d’ordre 2 en a

f pxq � α0 � α2px� aq2 � px� aq2εpx� aq, εpx� aq Ñ
xÑa

0,

avec α2 �� 0, alors on pose

dpxq � f pxq � α0� α2px� aq2 � px� aq2εpx� aqlooooooooomooooooooon
négligeable

(a) α2 ¡ 0 ñ dpxq ¥ 0 ñ f pxq ¥ α0 � f paq ñ f paq est un minimum local.
(b) α2   0 ñ dpxq ¤ 0 ñ f pxq ¤ α0 � f paq ñ f paq est un maximum local.

2 On suppose que f admet un DL d’ordre 3 en a

f pxq � α0 � α3px� aq3 � px� aq3εpx� aq, εpx� aq Ñ
xÑa

0,

avec α2 � 0 et α3 �� 0, alors on pose dpxq � f pxq � α0 � α3px� aq3 � px� aq3εpx� aq.
La différence change de signe en a càd qu’on a tantôt f pxq ¥ f paq puis f pxq ¤ f paq.
Donc f paq n’est pas un extremum local.
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Exercice : On considère la fonction définie par f pxq � xpln xq2 sur Ω �s0,�8r.
Déterminer les éventuels extrema locaux de f .

correction : La fonction f est de classe C8 sur Ω donc on peut utiliser la formule de T-Y.
1 On commence par résoudre l’équation f 1paq � 0 qui est une condition nécessaire pour être un extremum

local.

f 1pxq � pln xq2 � x� 2� 1
x
� ln x � ln xrln x� 2s.

On résout
f 1paq � 0 ô ln a � 0 ou ln a� 2 � 0 ô a � 1 ou a � e�2 .

2 On détermine un DL à un ordre suffisant de f en chacun des deux points et on conclut.

f pxq � r DL d’ordre 1s � r 1 terme supplémentaires � px� aqnεpx� aqlooooooooomooooooooon
négligeable

f 2pxq � 2
ln x

x
� 2

x
.

(i) Pour a � 1, on vérifie que f2p1q � 2 �� 0 donc un DL de f en a � 1 est

f pxq � f p1q � 2 px�1q2

2! � px� 1q2
εpx� 1q � px� 1q2 � px� 1q2

εpx� 1q ñ α0 � f p1q � 0 et α2 � 1.

Comme α2 ¡ 0, on en déduit que 0 est un minimum local de f . Il s’agit même d’un minimum global.
(ii) Pour a � e�2, on vérifie que f2pe�2q � �2e2 �� 0 donc un DL de f en a � e�2 est

f pxq � f pe�2q � 2e2 px�e�2q2

2! � px� e�2q2
εpx� e�2q � 4e�2 � e�2px� e�2q2 � px� e�2q2

εpx� e�2q

ñ α0 � f pe�2q � 4e�2 et α2 � �e�2. Comme α2   0, on en déduit que 4e�2 est un maximum local.
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V Applications des développements limités

C Etude des asymptotes en �8

Proposition (développement limité en �8)

Soit g une fonction définie au voisinage de 0 admettant un DL à l’ordre n en a � 0

gpxq � α0 � α1x� � � � � αnxn � xnεpxq.
Alors la fonction définie par Gpxq � gp 1

x q admet un développement limité en �8 et on écrit
Gpxq � α0 � α1

x � � � � � αn
xn � 1

xn εp 1
x q.

Applications à la recherche d’asymptote.
Supposons qu’une fonction f admette une asymptote horizontale ou oblique en �8. On souhaite déterminer
l’équation de son asymptote et sa position relative par rapport à Cf .

1 On pose Gpxq � f pxq
x et on détermine la fonction g telle que gp 1

x q � Gpxq.
2 On détermine un DL de gptq à un ordre suffisant en a � 0.

gptq � rα0 � α1ts � r 1 terme supplémentaires � tnεptqloomoon
négligeable

3 On en déduit le développement asymptotique de f pxq en �8 par changement de variable t � 1
x .

f pxq � rα0x� α1s � r 1 terme supplémentaires � 1
xn�1 εp 1

x qloooomoooon
négligeable
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Exercice : Soit f la fonction définie sur R par f pxq � ?
x2 � x� 1.

Déterminer l’équation de ses asymptotes en �8 et leur position relative par rapport à Cf .

correction :

1 on a Gpxq � f pxq
x �

?
x2�x�1

x �
$&
%

b
1� 1

x � 1
x2 si x ¡ 0

�
b

1� 1
x � 1

x2 si x   0

2 On pose t � 1
x . On doit donc effectuer le DL en 0 de gptq � �?1� t � t2 au voisinage de 0.a

1� t � t2 � p1� t � t2q 1
2 � 1� 1

2 pt � t2q � 1
8 pt � t2q2 � t2εptq

� 1� 1
2 t � 1

2 t2 � 1
8 t2 � t2εptq � 1� 1

2 t � 3
8 t2 � t2εptq.

3 On en déduit
au voisinage de�8

Gpxq � 1� 1
2x �

3
8x2 �

1
x2 ε1p

1
x q ñ f pxq � x� 1

2 �
3
8x �

1
x ε1p

1
x q.

L’équation de l’asymptote est y � x � 1
2 et

x Ñ �8 ñ 3
8x �

1
x ε1p

1
x q ¡ 0 ñ Cf est au-dessus de l’asymptote.

au voisinage de�8

Gpxq � �
�

1� 1
2x �

3
8x2 �

1
x2 ε1p

1
x q
	
ñ f pxq � �x � 1

2 �
3
8x �

1
x ε2p

1
x q.

L’équation de l’asymptote est y � �x � 1
2 et

x Ñ �8 ñ � 3
8x �

1
x ε2p

1
x q ¡ 0 ñ Cf est au-dessus de l’asymptote.
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