Chapitre 2. Corrigés des exercices.

Exercice A.2.6 :
1. Pour y € R on détermine le nombre de solutions de I’équation f(z) =1y :

2x

Il s’agit d’un polynéome du second degré ssi y # 0.

1. Si y = 0 alors ’équation admet une unique solution x = 0.
2. Siy # 0 alors les résultats dépendent du signe du discriminant :
e Si A =4 —4y? < 0 alors I’équation y = f(x) n’admet aucune solution.
Les valeurs y €] — oo, —1[U]1, +00[ n’admettent aucun antécédent par f. Donc f n’est pas
surjective de R dans R.
On peut écrire la négation
Jy=2, Ve eR, y# f(z)
est vrai. Le discriminant associé est A = -3 < 0.
e Si A =4 —4y? > 0, 'équation admet exactement 2 solutions distinctes :

1+/1—y2 11— y2
Elxl——i_nyR, 3$2:%€R’ x1 # xo et f(x1) = f(z2) = v.

La fonction f n’est pas injective de R dans R. La négation est vrai. On choisit y = % qui admet
admet 2 antécédents 1 = 2+ V3 et 29 = 2 — /3. On peut écrire la négation
1
A(xy :2+\/§,x2:2—\/§) ERXR, f(z1) = f(z2) = 5 et 11 # xa.
2. Im f est ’ensemble des valeurs y € R telles que 1’équation y = f(z) admette au moins une solution.
Cela équivaut a la condition A >0& 1—-y?>>0sye[-1,1].

On a déja vu que y = 0 admet un seul antécédent = = 0.
Siye]—1,1] avec y # 0 alors on montre que 1 ¢] — 1,1[ et 2z €] —1,1[: on a

1 €l-1L1[e |z <1le (1)’ <1le (1+V1—92) <y o 1+2V1 —24+(1—1?) < y? © 21 — 92 < 2(y%-1)
To €]-1,1[& 2] <1 & (22)> < 1o (1-v1—92) <y? & 1-2V1 —24+(1-3?) < y? & 2(1—y%) < 2¢/1 — ¢2
Or,yc]—-1,1[ety#0=0<1—-3%<1leta</a<s ac]o 1] Par conséquent la premiere phrase

est fausse et la seconde est vraie.

VATV 1S 1 gi0<y<1
1+V/1I-p2>1= y__ v = a1 ¢ [-1,1].

1 .
m §<—181—1<y<0

1+V1T—2>1=21-V1-92 < (1= V1—-92)(1+ V1 —92) =
_ 22
O<x2:17"y1y<y<1810<y<1

— 02
—l<y<my =YY <0si —1<y<0.

= x9€]—1,1].

1



siy#0
siy =0.




Exercice A.2.3 :

1. Soit 7 € R?, montrer que 1’équation i = f(&) admet une unique solution.
Avec les notations ¢ = (y1,y2) et & = (x1,z2), cela revient a résoudre le systéme

{ ri+z2 =y (L)
201 +3x2 = o (LQ)

Par la méthode d’élimination, on a :

L-2xhe[m=n ] o L-3xhe-n=n-tne[m=np]

Le systeme admet une unique solution.
Conclusion : Vij € R?, 3% = (3y; — y2,y2 — 2y1) € R?, § = f(Z) & f est bijective.
On peut aussi conclure que f admet une application réciproque définie de R? dans lui méme par

= (3,0

Tro — 21’1

Vérifions que fo f~' = f~lo f =idge :

fof~lz) = (2(3x1 — x2) + (22 — 221) ) _ <x1> et flof(x) = (3(3:1 + x2) — (22 +3x1)> _ (:131) _

(3:61 — xg) + 3(3?2 — 23?1) ) (21‘1 + 31‘2) — 2(%1 + xg) X9

2. Pour la non injectivité : Ecrire la négation de “f est injective” :
W

f(@").

Justifier cette phrase : trouver par exemple deux vecteurs distincts dont les images sont égales au
vecteur nul.

3z, 2') e R2 x R?, T+ o' et f(T)

Poser # = (0,0) et 2/ = (3,2). On a bien f(Z) = f(2/) =0 et T # 2.

Pour la surjectivité : résoudre, pour i € R? fixé, 1’équation i = f(&). Posons le systeme

2%1 — 3%2 = Y (Ll)
= 0=2
{ —4x14+6x2 = Yo (LQ) 2x L1+Lo Yty

Par contraposée, pour tout vecteur 4 € R? tels que 0 # 2y; + y2, le systéme n’admet aucune solution.
La fonction f : R? — R? n’est donc pas surjective. Par exemple,

30 = (3) VIR, £ ()

2$1 — 31’2 = 2
—4x1 +6x9 = 0 (LQ)
En effet Lo 4+ 2L7 = 0 = —4. Ce qui est absurde

Cela signifie que le systeme { n’admet aucune solution.




Exercice A.2.4 :

2.
montrons que ( f surjective et g surjective = ¢ injective )

hyp:Vye B, dzc Ay=f(zr) e VzeC, JyeB,z=g(y)

but :Vze C, Jx € A,z =go f(x)

dém : Soit z € C. Comme g est surjective, on sait qu'3y € B,z = g(y) (#).
Comme f est surjective, on sait qu’'3z € A,y = f(z).

Par substitution dans (#), on a z = ¢g(f(y)) = go f(y).

La proposition avec quantificateurs de la surjectivité de g o f est démontrée.

5. On démontre plutot la contraposée de 'implication énconcée :
montrons que ( go f surjective = g surjective )

hyp:VzeC, Jz € A,z=go f(x)

but :Vze C, Iy e B,z = g(y)

dém : Soit z € C. Par hypothese, il existe un élément x € A tel que z = go f(z) = g(f(z)).
On pose y = f(z). On a y € B et par substitution z = g(y).

La proposition avec quantificateurs de la surjectivité de g est démontrée.

conclusion : la contraposée est démontrée donc 'implication initiale

n’est pas surjective = go f n’est pas surjective
g b J

est vraie.

6.

montrons que (g o f injective et f surjective = g injective )
hyp 1:V (z,2') € A%, (go f(z) = go f(a') = z =)
hyp2:Vye B, 3z € Ay = f(x)

but : ¥ (y,y') € B% (9(y) = 9(y') =y =)
dém : Soient y € B et 3y € B tel que g(y) = g(y’). Comme f est surjective (hyp 2), y et ¥’ admettent

des antécédents par f qu’on note z et x’ respectivement : on a ‘ y=f(z)ety = f(a) ‘

Par substitution, on obtient g(f(z)) = g(f(2')) < gof(x) = go f(a’). Comme go f est injective (hyp
1), on en déduit que z = z/. En appliquant la fonction f & cette derniére égalité, on a f(z) = f(2').
Autrement dit, on a y = y/.

La proposition avec quantificateurs de l'injectivité de g est démontrée.

7.
montrons que ( go f surjective et g injective = f surjective )

hypl:VzeC, dJz e A,z=go f(x)

hyp 2: ¥ (y, ') € B?, (9(y) = 9(¥) =y =1)

but :Vy e B, 3z € A,y = f(x)

dém : Soit y € B. On applique la fonction g & y pour obtenir un élément z = g(y) € C. On peut ainsi
appliquer 'hypothese 1 : il existe = € A tel que z = go f(z) = g(f(z)).

Finalement on a 1’égalité g(y) = g(f(x)). Comme g est injective (hyp 2), on en déduit que y = f(z).
La proposition avec quantificateurs de la surjectivité de f est démontrée




Exercice A.2.7.
1. On rappelle que
Xp = {r € B; f(x) € B}
et
f(Xp)={ye F; 3z € Xp, y= f(2)}.
(a) Montrer’y € f(Xp)=yce B‘.
Soit y € f(Xp). Alors 3z € Xp, y = f(x).

Orz € Xp = f(x) € B. Donc y = f(x) € B.
On a montré que f(Xpg) C B.

(b) Contre-exemple : avec f: R? — R?; x> f(x) = 22

(B=[-111 = Xp=[-11] = [(Xp)=[0.1]et B¢ f(Xp)).

(¢) On suppose que f est surjective et on doit démontrer l'inclusion réciproque B C f(Xp).
C’est-a~dire montrer que ‘y € B=vye f(XB) ‘
Soit y € B. Comme f est surjective, 3z € E, y = f(z). Donc z € Xp car f(x) € B.
Par définition, y € f(Xp).

2. On rappelle que

flA)={yeF;dzecA, y=f(z)}
et
Xy ={r € E; f(z) € f(A)}.
(a) montrer que |x € A= 1 € Xy, |

Soit z € A C E. Alors f(x) € f(A). Par définition de X4y, on a x € Xg(4).
(b) Contre-exemple : avec f : R? — R?; x> f(x) = 22

(A=101] = f@=0.1 = X;a=[1L1¢A4)

(c) On suppose f injective et on doit montrer I'inclusion réciproque X4y C A.

C’est-a-dire montrer que |z € Xy4) = = € 4|,
Soit x € Xy(4 alors z € E et f(z) € f(A).
Par définition de f(A), il existe 2/ € A tel que f(x) = f(2').
Comme f est injective, on déduit que z = 2’ et = € A.




