Chapitre 2. Corrigés des exercices.

Exercice A.2.5 :
A~L B 4% B % o 4
r = flr)=y = gly)=goflx)=9(f(x)) v — gly)=2 —

On suppose que les composées sont g o f et h o g sont bijectives.

1. A l’aide de l'exercice A.2.4, on montre que g est bijective. En effet, on a d’apres les contraposées
des questions 4. et 5., en remplacant g par h et f par g,

( hog injective = g injective )

(go f surjective = g surjective )

D’apres le cours
g injective et g surjective < g bijective.

Pour terminer on a les implications du cours suivantes :

gof bijective et g bijective =  gof bijective et g~ ! bijective = g lo(go f) =idpo f = f bijective
et

hog bijective et g bijective =  hog bijective et ¢! bijective = (hog)og_1 = hoidc = h bijective
2. On utilise les formules du cours pour exprimer f; et hy en fonction de f=1, g7 et h~!. On a

fi=(gof) ' =fTlog ' et h=(hogl=gohnl.

On obtient
frog=(ftog og=f"oidg=f"
fofi=fo(flog)=idpog'=g"
hioh=(g " oh Noh=g'oidc=g"

gohi=go(gtoh™)=idco h™! =hn1




Exercice 2 hors poly : Soit A une partie de R.

1. | Démontrer que si A admet un plus grand élément o € R alors sup A existe et sup A = a.
hypothese : da € A,V e A, 2 < a.

but : « est le plus petit des majorants de A.

preuve : L’ensemble A est une partie non vide (o € A) et majorée (par ) de R donc sup A existe.
Il reste a démontrer que o = sup A :

sup A est un majorant de Aeta € A = a<supd

« est un majorant et sup A est le plus petit des majorants = sup A4 < a.

On en déduit que o = sup A. Fait en cours.

2. ‘Démontrer que si A admet un plus petit élément 5 € R alors inf A existe et inf A = 5. ‘
hypothese : 38 € A, Vx € A, § < x.

but : 5 est le plus grand des minorants de A.

preuve : L’ensemble A est une partie non vide (8 € A) et minorée (par ) de R donc inf A existe.
Il reste & démontrer que 8 = sup A4 :

inf A est un minorant de Aet € A = infA<f

£ est un minorant et inf A est le plus grand des minorants = [ < inf A.

On en déduit que 8 = inf A.




Exercice A.2.12 : Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A C B.

1. Montrons que sup A, sup B, inf A et inf B existent.

D’apres 1’énoncé, les ensembles A et B sont non vides et bornées (< majorés et minorés) dans R.
D’apres les axiomes des bornes inférieures et supérieures, les quatres éléments sup A, sup B, inf A et
inf B existent.

2. Montrons que sup A < sup B.

dém : Par définition, sup B est un majorant de B. Ce qui s’écrit Vo € B, x <sup B.

Comme A C B, on peut écrire Vo € A, x < sup B. Autrement dit, sup B est un majorant de A.
Comme sup A est le plus petit des majorants de A, on obtient sup A < sup B.

3. Montrons que inf B < inf A.

dém : Par définition, inf B est un minorant de B. Ce qui s’écrit Vo € B, inf B < .

Comme A C B, on peut écrire Va € A, inf B < z. Autrement dit, inf B est un minorant de A.
Comme inf A est le plus grand des minorants de A, on obtient inf B < inf A.




Exercice A.2.11 : Soient A et B deux parties non vides de R telles que
V(a,b) e Ax B, a<b.

1. e Tout d’abord on montre que inf B existe :
L’hypothese peut s’écrire : Va € A, Vbe B, a<b = Va€ A, B est minoré par a.
N———

< a minore B
Comme A # &, on en déduit da € A et B est bien un ensemble minoré par a.

D’apres 'axiome de la borne inférieure, inf B existe.
NB : le symbole V n’implique pas le symbole 3!!!

e On montre que sup A existe de la méme facon :
On peut intervertir les quantificateurs : Vb € B, Va € A, a<b = Vb€ B, A est majoré par b.
—_———

&< b majore A
Comme B # @&, on en déduit 3b € B et A est bien un ensemble majoré par b.

D’apres 'axiome de la borne supérieure, sup A existe.
2. On commence la démonstration pour I’hypothése

Vb e B, A est majoré par b

Comme sup A est le plus petit des majorants de A, on peut écrire
Vbe B, supA<b
Cette derniére phrase se réinterprete par : sup A est un minorant de I’ensemble B.

Comme inf B est le plus grand des minorants, on peut écrire : sup A < inf B.

3. La réponse est NON pour des A et B quelconques. Un contre exemple est
A =] — 0, 0] et B =]0, 400 .

On a bien V(a,b) € A x B, a <0 < b et pourtant sup A = 0 = inf B.




Exercice A.2.14 : Soit f : [0,1] — [0, 1] une application croissante. On pose
B={x€0,1]; f(z) > x}.
1. Par hypothese, 'espace d’arrivée de f est [0, 1]. Cela signifie que Imf C [0, 1] et donc
Vo e[0,1], f(z) €]0,1] = f(0)€[0,1]=0< f(0)<1.

On en déduit que 0 € B et donc B # @.

2. Par définition de I'ensemble B, on a B C [0,1] donc B est majoré par 1. L’ensemble B est une
partie non vide et majorée de R donc d’apres ’axiome de la borne supérieure, b = sup B existe.
D’apres la question 1., on sait que 0 € B et b est un majorant de B donc b > 0.

Sachant que 1 est un majorant de B et que b est le plus petit des majorants, on en déduit que b < 1.
En conclusion, 0 < b et b <1 donc b € [0,1].

3. Puisque b est la borne supérieure de B on peut écrire Vx € B, © < b.

On applique la fonction f qui est croissante pour obtenir Va € B, f(z) < f(b) .

Comme z € B = f(z) > z, on en déduit que Vo € B, = < f(b) . Ceci signifie que f(b) est un
majorant de B.

Comme b est le plus petit des majorants, on a b < f(b).

On rappelle que b € [0, 1] d’apres la question 2.
En conlusion, on a b € B.

4. Soit € B. Alors z € [0,1] et x < f(z).

On applique la fonction f. D’une part Imf C [0, 1]
D’autre part, f est croissante donc f(x) < f(f(x))
Cela signifie que f(x) € B.

5. On utilise 'antisymétrie de la relation d’ordre <.

Pour montrer que b = f(b), on montre que f(b) <bet b < f(b).

On a déja montré a la question 3. que b < f(b) et que b € B.

D’apres la question 4., b € B = f(b) € B. Comme b est la borne supérieure de B on a f(b) < b.
En conclusion b = f(b). On dit que b est un point fixe de f.

6. La réponse est non. Prendre comme contre-exemple, une fonction non continue définie par

[ 1 0si0<z<d
ﬂ@_{o sil<z<i

= f(x) € [0,1].

La fonction f est bien une application de [0, 1] dans [0, 1] et décroissante. Cependant 1’équation f(x) =
x n’admet aucune solution.




